¿Qué tienen que ver los conos con la gravedad?

Por Liona Fan-Chiang

Antes de sumergirte en lo que puede parecer un mar de matemáticas, siempre hay que preguntarse: “¿cuáles fueron los pensamientos que generaron estas huellas?” Si haces tu investigación con esto en mente, podrás construir una balsa a la que siempre podrás volver cuando hayas nadado demasiado lejos en las abrumadoras olas de las ecuaciones. Descansa sabiendo que todo genio, como lo fue Gauss, no empezó con ecuaciones antes de abordar un problema físico como, por ejemplo, encontrar la orbita de un planeta.

Si ya has estudiado los trabajos de Johannes Kepler, la Astronomía Nueva y  La Armonía del Mundo, con la ayuda de la páginas electrónicas del Movimiento de Juventudes Larouchistas y la revista científica Dynamis, entonces puede ser que te incomode un poco el enfoque de Carl Friedrich Gauss, que  solo se aproxima al candor de Kepler en el prefacio de su libro acerca del descubrimiento de la orbita del asteroide Ceres. 


“ Los métodos  primero empleados han pasado por tantos y tan grandes cambios, que un escaso rastro de resemblanza permanece entre el método en que la orbita de Ceres fue primero computada, y la forma dada en este trabajo.”  

Carl Friedrich Gauss


Si no has estudiado profundamente a Kepler, hazlo antes de seguir leyendo.


Quien esté leyendo esto por lo menos se ha expuesto a la manera cómo Kepler creó las matemáticas físicas y  estableció los cimientos de la ciencia por venir, vamos a empezar desde donde se quedó Kepler. 


Cuando Kepler da a conocer su maravilloso descubrimiento, la comunidad de astrónomos quedó impactada. Los científicos estaban desgarrados. Utilizar el ecuante era una falsedad; la anomalía excéntrica que era tan fácil de calcular desde el ecuante no se podía calcular desde la anomalía media de la elipse. Venecianos como Galileo trataron desesperadamente de enterrar los trabajos de Kepler.
 Esta tensión sería resuelta décadas mas tarde por Gottfried Leibniz, cuyos descubrimientos sólo sobrevivieron para llegar a Gauss gracias a la implacable contraofensiva conducida por Abraham Kästner y sus círculos.


A diferencia del diálogo que Kepler mantiene con el alma comprometida a revivir su descubrimiento, un diálogo con Gauss --quien se encontraba sumergido en un ambiente político atemorizante
-- requiere de algunas herramientas de las cuales ustedes ya tienen las bases, pero se  requiere de alguna investigación adicional para asegurarnos de que ya  las tienes en la punta de los dedos como sabemos que Gauss las tuvo durante su investigación. Aquí solamente rascaremos la superficie.


En este primer escrito, acompañaremos a Kepler, Leibniz y Kästner a través de una investigación de la parte sobre “secciones  cónicas” que forman parte de  la Teoría del Movimiento de los Cuerpos Celestes Moviéndose en Secciones Cónicas Alrededor del Sol, de Gauss.

Lo curvo


La primera sección cónica a considerar es el círculo, el cual Kepler ya ha comprobado que es una figura que no corresponde al tipo de especie que actúan de forma continuamente cambiante en un universo que siempre tiende, necesariamente, hacia estados de cambio superiores. Su importancia saldrá a la luz una vez que veamos  su lugar entre las otras secciones cónicas. Por otro lado, acceder a la sustancia de la elipse va a requerir algo de repaso.


Empieza con un caso simple, como es el del cono con cero pendiente. ¿Cómo es que  crece el corte conforme aumenta la inclinación?
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Para ver si este corte es la misma figura a la que Kepler llama elipse, revisa las propiedades de su construcción. ¿Tiene las mismas características?  Después de todo, puede que no parezca tan obvio, porque incluso visualmente, parece como si el lado más estrecho del cono produciría un extremo más curvo. 

	RECUADRO I
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Ver animación

Desde su construcción, recuerda que las distancias a partir del sol son sencillamente las distancias diametrales a través del centro (ver: Armonía suficiente: de Kepler a Gauss) que posteriormente se sitúan en el sol o el “centro del mundo” para así poder representar de una forma más exacta la fuente generadora de la especie. Las distancias diametrales están montadas sobre la línea del seno que cae perpendicularmente desde la posición excéntrica a la línea de áspides.


Esta figura se ve muy similar a las otras tres hipótesis que Kepler descartó en su trayecto hasta este punto: el óvalo, el “camino medio” y la “mejilla inflada”.


¿Qué es tan singular de ésta, que pudiera servirnos como una expresión o una manifestación de la curvatura del espacio, y permitirnos tanto “ver” las proporciones en las distancias medias y “escuchar” las armonías en los movimientos extremos, una combinación necesaria para “sentir’ la armonía o la forma del espacio, dando a Kepler la habilidad de poder afinar los cambios constantes del universo?


Kepler afirma que hay una proporción constante directa entre la longitud perpendicular que cae desde el círculo a la línea de ápsides y aquella que cae desde la elipse. ¿Puedes comprobar esto usando su construcción? Como con cualquier investigación, empieza con lo que sabes. Por ejemplo, toma el caso de la cuadratura desde el centro ¿Cuál es la distancia diametral desde la cuadratura? ¿Cuál es la proporción en este caso?

[image: image3.png]



Ver animación 


Aquí, a es la distancia diametral en la cuadratura, la cual es también, en este caso, el semieje mayor, mientras que e es la proporción de la excentricidad al eje mayor.


¿Cuál es la relación del eje menor a la excentricidad del excéntrico? ¿Qué  son estas relaciones respecto al afelio y al perihelio?


Tomemos un caso más específico de cuadratura a partir del sol.
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Ver animación 


¿Acaso se mantiene la misma proporción encontrada anteriormente? Encuentra la relación entre la longitud (k) y el eje menor, en términos del afelio y el perihelio
.


Esta longitud se llama parámetro medio, en breve abordaremos su significado.


Se puede pensar en la construcción de la superficie de una elipse desde el punto de partida de la definición original dada por Kepler en su Óptica:


“Las líneas trazadas desde estos puntos (en amarillo) que tocan la sección, a sus puntos de tangencia, forman ángulos iguales a aquellos que se forman cuando los puntos opuestos se unen con estos mismos puntos de tangencia. Por consideración a la luz y con un ojo en la mecánica, llamaremos ‘focos’ a estos puntos”.
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Ver animación 


A partir de la construcción de Kepler, las dos distancias diametrales siempre se sumarán a la longitud del diámetro. Esta es también la trayectoria mínima que toma la luz si uno dirige un rayo de luz desde uno de los focos.


Puedes ver también la construcción de las secciones cónicas en página de Internet sobre las Armonías.


En el mismo capítulo de la Astronomía Nueva en el que Kepler afirma para la elipse las características de proporción constante del círculo,
 también afirma que ¡las áreas de las dos tienen la misma proporción!


El área del sector del círculo es fácil de encontrar, pero ¿qué con el sector correspondiente de la elipse?


Si es que tienes una hipótesis, inténtala, si no volveremos después a esta cuestión, después de  que hayamos visto el corte del cono, que  comúnmente se le llama elipse.
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Ver animación 


Ahora intenta la misma investigación sobre otro cono singular, el cono recto, el cual nos da círculos con radios iguales a la altura hasta llegar a los círculos correspondientes del ápice.


¿Esta figura mantiene las mismas relaciones que mantenían  las construcciones anteriores de Kepler? ¿O incluso, a la figura en el cilindro? Si es así encuentra el foco y su ubicación en relación a la inclinación del corte. Esta investigación será una buena práctica en geometría proyectiva antes de adentrarnos a la trigonometría esférica. Por ejemplo, ¿qué es lo que ve alguien que observa al mismo nivel del cono, paralelo al eje? ¿y si estuviera abajo o arriba, que vería?


¿Como se ve tu corte proyectado al plano en el ápice? ¿La figura proyectada tiene las mismas características? ¿El mismo parámetro o  excentricidad es la misma? Si no, ¿qué obtendrías si el parámetro permaneciera fijo y a todo lo demás se le permitiera variar? Esto será importante después cuando investiguemos la hipérbola y la parábola.


En el capítulo 60 de la Astronomía Nueva, Kepler afirma que las áreas del sector circular y las correspondientes al sector de la elipse tienen las mismas proporciones que  la que tienen las líneas perpendiculares a la línea de áspides. ¿Es esto verdad? Recuerda que el área del sector circular mide el tiempo que toma recorrer el arco correspondiente en la elipse, una propiedad que tal vez necesitemos usar, por ejemplo: cuando se nos de un lapso de tiempo (por ejemplo, 6 -10 meses), y se nos pida determinar donde estaría un cuerpo celeste (como un asteroide) una vez que la totalidad de la orbita sea determinada. En otras palabras, desde una posición y una duración inicial dada, ¿qué tanto arco habrá sido recorrido?

“En ninguna parte de los anales de la astronomía nos enfrentamos a oportunidad tan grande, y una mayor sería difícilmente imaginable, para mostrarnos tan notablemente, el valor de este problema, que en esta crisis y urgente necesidad, cuando toda esperanza de descubrir en los cielos este átomo planetario, entre innumerables pequeñas estrellas después de casi un año, descansó solamente sobre un conocimiento suficiente aproximado de su orbita que estuviese basado sobre tan poca observación”

-Gauss
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Ahora, antes de ir a las demás secciones cónicas y sus proyecciones, echemos un vistazo preliminar hacia otro tipo de proyección que será extremadamente útil y requerirá mucha más investigación. Veamos esta proyección esférica.
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¿Cuáles son las características de esta proyección y su relación al círculo? Compara esto a la anterior cuando proyectamos la elipse al círculo en el cilindro. ¿Qué relaciones permanecen y cuáles no? Tal vez te hayas dado cuenta que si tratas de dibujar esta figura, tienes que comenzar con la proyección del círculo inclinado. ¿Qué es lo que te permite reconocerlo como círculo? De hecho, irónicamente, en el cono la representación de la elipse se ve más como un círculo que las representaciones de los círculos mismos. ¿Cuál es la relación del área proyectada hacia abajo? Tendrás que familiarizarte con este tipo de inversiones; por ejemplo, cómo proyectar una hipótesis hacia la bóveda celeste y a la inversa.
 


Al continuar, evita acabar como Newton, y mantén en mente que ninguna de estas figuras son por sí mismas primarias o auto evidentes.

Lo recto


Comienza una investigación de la parábola y la hipérbola con una revisión concienzuda de ambas en el sitio de internet de Armonía del Mundo.


Kepler remarca la cualidad única de la parábola en su Óptica: 

	RECUADRO 2

“ 237. Scholium. A partir de observaciones, Kepler encuentra que los planetas van en elipses alrededor del sol, el cual yace en el foco de estas elipses (Astr. 247). Respecto a esto, Newton mostró que esto sucedería si el planeta fuese dirigido o jalado alrededor del sol por una fuerza que variase inversamente al cuadrado de la distancia (Princ. L. I. Pr. II). Yo considero esta prueba inadecuada….”

Kästner. Anfangsgrunde.


En su libro de texto, Kästner muestra que la ley del cuadrado inverso se puede derivar completamente de las propiedades de la elipse, ¡sin tener que meternos en absoluto en lo que es la gravedad! Por lo tanto, establecer simplemente que el efecto pudiera calcularse por esta fórmula de ninguna manera muestra nada acerca de la gravedad,  mucho menos da una explicación del por qué habría una fuerza actuando a distancia a lo largo de líneas rectas a través de un vacío por alguna propiedad inherente en los cuerpos.

“239….Por lo tanto, la fuerza es inversamente al cuadrado de la distancia.

“240. Scholium. Newton comprueba 239, pero no demuestra claramente, que inversamente, si la fuerza fuera así constituida, produciría una sección cónica. Dado que en la página 17 del Libro 1, él ya asume que se formaría una sección cónica, y solo investiga cual sería. Esto último es más fácil que lo anterior… y sólo requiere diferenciar, donde la primera requiere de integración.”


De  hecho, Leibniz va un poco más lejos. El muestra que la ley del cuadrado inverso se puede derivar de varias teorías diferentes que son completamente opuestas:


“He considerado el libro de Newton, --no entiendo como es que concibe la gravedad-- cuando trabajé mis argumentos acerca de la circulación armónica, que es decir [el movimiento circular en el que la velocidad es] inversamente proporcional a las distancias, y me topé con la ley de Kepler (de los tiempos proporcionales a las áreas), percibí la excelente ventaja de este tipo de circulación: sólo es capaz de conservarse a sí misma en un medio que también circula, y conduce a una armonía duradera al movimiento de un cuerpo sólido y aquel del ambiente fluido. Esta fue la explicación física que alguna vez acerté dar para esta circulación; estando determinados de esta manera los cuerpos armonizan mejor los unos con los otros. Porque sólo la  circulación armónica tiene la propiedad de que el cuerpo que circula de esta manera mantiene exactamente la fuerza de su dirección o impresión previa como si se moviera dentro de un vacío solo por su propia impetuosidad junto con la gravedad….. me sorprende que Newton no haya pensado en dar una explicación de la ley de la gravedad, a la cual yo también llegué por el movimiento elíptico.”

-Leibniz a Huygens, 1690


Después, Leibniz demuestra que se llega a la misma ecuación si se considera a la gravedad como una fuerza de atracción con rayos como los de la luz o si se asume al espacio como algo plenum, en vez de algo vacío, y que la circulación del sol produjera una fuerza centrífuga, la cual empuja lejos a la materia rápida y de ese modo creara una situación en la que ¡la materia más lenta caería como si fuese jalada hacia el sol!





“La más obtusa de todas las hipérbolas es una línea recta; la más aguda, una parábola. De igual forma, la más aguda de todas las elipses es una parábola, la más obtusa, un círculo. Así, la parábola tiene por un lado dos cosas infinitas por su naturaleza -la hipérbola y la línea recta – y por otro lado, dos cosas que son finitas y regresan a sí mismas –la elipse y el círculo.”


Sin embargo, Gauss rechaza la parábola desde el comienzo, empieza su trabajo con un ataque contra los que asumieron órbitas parabólicas para los cometas. Después ataca a los pocos que admitieron que las órbitas no eran parabólicas, y que después procedieron a usar la parábola como su primera aproximación, antes de añadir algunos ajustes.
        “ De hecho, no existió razón suficiente por la cual admitir que las trayectorias de los cometas sean exactamente parabólicas: por lo contrario, debe considerarse con el mas alto grado de improbabilidad que la naturaleza haya favorecido alguna vez tal hipótesis”


Sin embrago, las dificultades enfrentadas al llevar a cabo las mismas investigaciones que mencionamos arriba para la parábola no serán infructuosas. Por ejemplo, para la parábola y la hipérbola, encuentra los focos, o dónde estaría el sol en el caso de un cometa que no fuese periódico. ¿Cuál es la excentricidad? ¿Que tal los ejes mayor y menor? Ahora ¿qué sobre el parámetro k?  ¿Está al alcance de la vista? [Ver RECUADRO 3]

	RECUADRO 3

Brevemente acerca del Parámetro


Todas las secciones cónicas pueden ser atravesadas ya sea manteniendo el mismo parámetro y o aumentando la excentricidad, por lo que se crea una familia de secciones cónicas relacionadas, las cuales son infinitas en número o viceversa, vislumbrando entre una de las capas de las diversas familias. Kepler utilizó otra que es la más útil para la astronomía. El mantiene el perihelio (o sagitta, como Kepler le llama) mientras varía el parámetro. Así, si solo fueran obtenidos el perihelio y el parámetro (o sus proporciones), ¡se puede determinar la orbita completa! La cuestión de cómo es que se determina el parámetro será el tema de otro escrito.

Ver animación 


El parámetro se puede cambiar moviendo el ratón de la computadora arriba y abajo, mientras que la excentricidad cambia moviendo el ratón a izquierda y derecha. Aunque solo sea visible parte de la hipérbola y la parábola, podemos conocer su totalidad. En el caso del círculo, la sagitta a la proporción parámetro es uno, menos de uno para la elipse, 1/2 para la parábola, menos de 1/2 para la hipérbola y cero para la línea.





Recuerda que la relación constante del área, o del arco recorrido, con el tiempo que toma recorrer esa área, es la primera formulación del todo actuando en la  parte y de la parte en un todo dentro de cada orbita. Las órbitas, a su vez, se relacionan unas con otras como un 
todo por una relación sesquilátera [ver recuadro 4] de tiempos periódicos contra las distancias medias de cada orbita. Pero, ¿qué pasa si parte del todo está en el infinito? Pero ¿qué no son universales estas leyes? ¿Acaso los cometas no periódicos son ilegítimos?

	RECUADRO 4


“ Hago uso de una hipótesis que me parece razonable, que hay la misma cantidad de poder en cada orbita o circunferencia circular concéntrica de esta materia circulante. Esto también significa que las órbitas se contrabalancean entre sí mejor y que cada orbita conserva su propio poder.”
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Ver animación 


“Ahora mido el poder o fuerza por la cantidad de efecto. Por ejemplo, la fuerza necesaria para elevar una libra un pie es una cuarta parte de la fuerza capaz de levantar una libra cuatro pies, para la cual se requiere el doble de velocidad. De donde se sigue que las fuerzas son proporcionales al cuadrado de las velocidades.


“Consideremos, por ejemplo, dos órbitas o circunferencias concéntricas. Dado que las circunferencias son proporcionales a los rayos o distancias desde el centro, las cantidades de materia en cada fluido orbital también son proporcionales.


“Ahora si los poderes de ambas órbitas son iguales, los cuadrados de sus velocidades deben ser inversamente proporcionales a su cantidad de materia, y consecuentemente a sus distancias. O en otras palabras, las velocidades de las órbitas deben ser inversamente proporcionales a la raíces cuadradas de las distancias desde el centro.


“De esto, siguen dos importantes corolarios, ambos verificados por observación. El primero es que los cuadrados de los tiempos periódicos son directamente proporcionales al cubo de las distancias. Porque los tiempos periódicos son directamente proporcionales a las órbitas o distancias e inversamente proporcionales a las velocidades; y las velocidades son inversamente proporcionales a las distancias y a las raíces cuadradas de las distancias; por lo tanto, los tiempos periódicos son directamente proporcionales a las distancias y a la raíz cuadrada de la distancia, lo que es decir que los cuadrados de los tiempos periódicos son como el cubo de las distancias.”

-Leibniz, carta a Huygens, 1690.


Leibniz emplea el trabajo de su vida sobre el movimiento, desde su desarrollo del concepto de dinámica, para mostrar que su principio de conservación de vis viva, combinada con la relación derivada por Kepler, de  que la velocidad instantánea de un cuerpo celeste mantiene una relación inversa a su distancia de la fuente de la especie inmaterial, resulta en la tercera ley de Kepler, a la cual Kepler había llegado  por observación. Ya que tanto la velocidad de la materia fluida es tanto proporcional a la raíz cuadrada de la distancia y también directamente proporcional a la distancia, ¿cómo puede ser esto?



Aquí esta la construcción Kästner de la hipérbola.
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Ver animación 

“Mientras que antes la elipse se podía generar mediante una simple proyección de una extensión por una proporción constante, esta vez, el círculo aun está siendo proyectado por una proporción constante, pero hacia algún lugar fuera de sí mismo”. O, como lo pone Kästner, “solo sustituye  c [el eje menor de la elipse] con c veces la raíz cuadrada de –1.” 

· Kästner, Anfangsgrunde
 Sobre las secciones cónicas.


Finalmente, en el tratamiento de Gauss, las ecuaciones que él deriva para la hipérbola  son, de hecho, una cuestión establecida y son las mismas que para la elipse, excepto por una pequeña modificación: ¡todas son imaginarias!

Lo curvo y lo recto coinciden

“Los límites opuestos [de la proyecciones cónicas] son el círculo y la línea recta: el primero es pura curvatura, la segunda pura rectitud. La hipérbola, la parábola y la elipse se colocan en medio y participan de lo recto y lo curvo, la parábola equitativamente, la hipérbola más de lo recto y la elipse más de lo curvo”

-Kepler  Optica


Estas características de la acción limitada por lo curvo y lo recto, fueron desarrolladas con mayor amplitud por Leibniz en su investigación  de la curva exponencial y la catenaria.


Al resolver  el problema de la curva catenaria, Leibniz encontró un  “infinito” similar al que Kepler encontró y con el cual desafió a la posteridad. El carácter trascendental de la catenaria, que surge de la relación de la acción y el campo de la acción (ver Experimental Metaphysics On the Subject of Leibniz Captive – Dynamis, Octubre de 2006) expone la paradoja de Kepler. Fue este desarrollo del Problema de Kepler lo que condujo finalmente a Gauss a presentar una representación geométrica del dominio complejo en su disertación doctoral en 1799.


Ahora nuestra pregunta es: ¿qué no nos dice sobre la gravedad la naturaleza de estas secciones cónicas, que todas la orbitas planetarias trazan? 

	RECUADRO 5

La Catenaria
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La catenaria (en azul) se puede expresar como la media aritmética de dos curvas geométricas (en rojo).


La catenaria, o cadena colgante, deriva su naturaleza trascendental de su inclusión de dos acciones cualitativamente diferentes: una es la tensión que mantiene separada a la cadena (tensión horizontal), y la otra es el campo gravitacional en el que existe la cadena. La primera es una constante a través de la cadena, mientras que la segunda se expresa de forma diferente en cada punto, dependiendo de cuanta cadena hay debajo de ese punto para que la gravedad actúe sobre ella. Aun siendo cualitativamente diferentes, la catenaria expresa a ambas simultáneamente. Sin embargo, dado que la tensión horizontal es constante a través de la cadena, los cambios en la curvatura de la cadena están dominados por la tensión vertical, es decir, el campo gravitacional, de tal manera que la cadena puede ser utilizada como “vara de medir” de la gravedad.


¿Cómo se expresan las características de la catenaria en el dominio complejo?
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ver animación 


La rejilla compleja está proyectada de acuerdo al crecimiento autosimilar de un conjunto ortogonal respecto al crecimiento uniforme en la otra. Las líneas verticales se transforman en un movimiento circular puro y las líneas horizontales se transforman en divergencia pura.


Los exponenciales ahora constituyen todo un rango de acciones, las cuales están limitadas por el círculo y la línea, o la curvatura máxima y mínima,  respectivamente.


¿En que se convierte la catenaria?
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Ver animación 


Para ver esto con otra luz, imagina una cadena infinitamente larga, o lo que sería equivalente, imagina que el suelo que está debajo de la catenaria fuera una pequeña parte de una esfera muy grande, y deja que esa esfera se encoja hasta volverse muy pequeña en comparación con la catenaria. ¿Qué forma tomaría la cadena?




� Ver: Peter Martinson, Ni los venecianos, ni los empiristas pueden manejar descubrimientos.


�Ver Tarrajna Dorsey, Primeros pensamientos sobre la determinación de la orbita de C.F. Gauss 











� Ver la pedagógica para el Capítulo 58 de la Astronomía Nueva


� Ver la página de Harmónicas sobre la elipse


� Ver la pedagógica del capítulo 59 de la Astronomía Nueva


� Para comenzar en la trigonometría esférica, referirse a la trigonometría esférica de Kästner.


� Para un tratamiento mas completo de la naturaleza trascendental  de la catenaria ver: Experimental Metaphysics- On the Subject of Leibniz’s Captive – Dynamis, Octubre 2006





Traducido por Julianne F. de Cervantes
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