Introducción al trabajo de Gauss
sobre Aritmética Superior

Por Peter Martinson 

En un ambiente endurecido por el resultado de la clásica operación británica llamada Revolución Francesa --que condujo a la dictadura brutal del aficionado a las matemáticas y  devoto de Lagrange, el agente británico, Napoleón Bonaparte-- Carl Gauss tuvo temor de liderar públicamente la revolución Leibniziana de la ciencia que, su entonces maestro, Abraham Kästner, le había arrojado en su regazo. En vez de eso, Gauss tuvo que actuar encubierto, y aunque presentó los resultados de su trabajo, sus revolucionarios descubrimientos estuvieron disimulados detrás de la cortina de humo de las matemáticas. Sin embargo, escrito en esas matemáticas, como en una forma de código, estaban las pistas que él esperaba serían capaces de descifrar los futuros pensadores creativos. 

Por ejemplo, aunque su descubrimiento de la orbita de Ceres impresionó al mundo científico, el método que reportó aparentaba ser un poco mas que una reafirmación de técnicas matemáticas que ya estaban siendo utilizadas por varios científicos europeos. Cuando otros astrónomos le pidieron revelar su método, Gauss respondió publicando todo un libro acerca de la teoría del movimiento de los cuerpos planetarios, que, como el mismo Gauss admitió, tenía poco en común con su descubrimiento de la orbita de Ceres. 


Por ese caso y otros similares, sabemos que Gauss hizo descubrimientos cruciales sustentados por un método científico que difiere del de sus contemporáneos. ¿Cómo hizo esos descubrimientos, y cuál era su método? Para poder abordar esta cuestión desde arriba, es necesario penetrar en la mente de Gauss durante el periodo que lo llevó a sus descubrimientos de la orbita de Ceres. Un vistazo a todo el trabajo de Gauss, previo a su descubrimiento de las orbitas de los asteroides, revela su primer amor a la ciencia: la Aritmética. 

Aritmética Superior 


Los Pitagóricos reconocieron que no existe ciencia que no se base en la noción de Número. Una conceptualización del Quadrivium Pitagórico, fundamenta cada uno de los cuatro estudios acerca de la noción de Número: la Aritmética es el estudio del Número, la Geometría el del Número en el espacio, la Música el del número en el tiempo, y la Astronomía el del Número en el tiempo y el espacio. 

¿Qué es, entonces, exactamente, la Aritmética? Lo que Gauss dice en su primer libro, publicado en 1801, Disquisiciones Aritméticas, es esto: 
“De la misma manera como incluimos bajo el título de Análisis toda discusión que involucra cantidades, así los números enteros (y las fracciones en tanto que están determinadas por números enteros) constituyen el objeto propio de la Aritmética. Sin embargo, lo que comúnmente se le llama Aritmética difícilmente se extiende más allá del arte de enumerar y calcular ( i.e expresar los números mediante símbolos idóneos, por ejemplo, por una representación decimal y llevar a cabo operaciones aritméticas).

A menudo incluye algunos temas que ciertamente no pertenecen a la Aritmética (como la teoría de logaritmos) y otros que no son propios a los enteros sino comunes a todas las cantidades. Como resultado, parece apropiado llamar este tema Aritmética Elemental, y distinguirla de la Aritmética Superior, la cual incluye todas las investigaciones generales acerca de las propiedades especiales de los números enteros. En el presente libro consideramos sólo a la Aritmética Superior.”

Lo que Gauss quiere decir con Aritmética Superior, no es lo que los matemáticos modernos llaman Teoría del Número. Las suposiciones de la llamada “Matemática Pura” se fundamentan en los axiomas de la deducción lógica. Cada nuevo teorema debe derivarse, lógicamente, de un conjunto de teoremas previos, regresando hasta la red fundamental de axiomas, postulados y definiciones. Por lo tanto, cada nuevo teorema tiene que ser lógicamente consistente con los otros. Los matemáticos de la actualidad creen que su trabajo consiste en deducir teoremas todo el día, de los axiomas y de los teoremas relacionados
. 


La validez del sistema entero depende entonces de la validez de los axiomas, postulados y definiciones iniciales, y también depende de la consistencia del resto de los teoremas presupuestos en aquellas suposiciones. Un evento real singular, o fenómeno que contradiga cualquier parte de la red de teoremas y suposiciones, convierte a todo ese complejo en algo inútil. Por lo tanto, para evitar dichas calamidades potenciales de su preciada red de teoremas, los matemáticos modernos evitan cualquier situación en la que las paradojas de la evidencia experimental pudieran entrar en sus consideraciones. Cualquier nuevo descubrimiento que contradiga la vieja teoría sólo será aceptado si aquel puede ser descrito en un lenguaje que muestre ser ¡lógicamente consistente con ésta! 


Eso es contrario al método de Gauss, quien constantemente cambiaba su hipótesis acerca de la naturaleza fundamental no sólo del número sino del Universo mismo. Para Gauss, las matemáticas no eran una colección de teoremas lógicamente derivados de un conjunto de suposiciones, sino que era un dominio experimental. En sus investigaciones de la Aritmética Superior, Gauss constantemente inventó nuevas formas de matemáticas. Gauss no desarrolló teoremas lógicamente consistentes y luego descartó los fenómenos físicos que los contradijeran, sino que sometió al Número mismo a los estándares de los experimentos físicos. 


Sin embargo, este mundo de Gauss fue algo secreto después de su descubrimiento de la orbita de Ceres. Una ojeada a su diario personal en sus días de estudiante, revela que su atención estaba enfocada en la Aritmética Superior. Cada nota revela un descubrimiento personal acerca de la Aritmética Superior, incluyendo su división del círculo en 17 partes, sus primeras cuatro pruebas de la Ley de la Reciprocidad Cuadrática, sus investigaciones iniciales de las funciones elípticas y la media aritmética-geométrica, y su desarrollo acerca del Dominio Complejo. De la nada, y abruptamente, sus anotaciones cesaron en 1801, con una nota aparentemente fuera de lugar acerca de su descubrimiento de un nuevo método para investigar los elementos de una orbita planetaria. En ese punto, Gauss decidió ir a la clandestinidad y solo publicar trabajos escrupulosamente limpios de cualquier remanente del método de descubrimiento que lo convertía en peligroso. 


¿Cómo se supone que el desafiante joven científico de hoy pueda descifrar los descubrimientos revolucionarios de Gauss, en los que yace el fundamento para el trabajo realizado por Dirichlet, Riemann, Vernadsky, Einsten, y LaRouche? En las siguientes páginas, hemos preparado un repaso general al trabajo temprano (y no tan temprano) de la aritmética de Gauss. Con una actitud felizmente insolente acerca de los dogmas modernos y un poco de paciencia, el luchador joven científico llegará a reconocer una mente gemela en Gauss, quien no sostenía que la aritmética fueran matemáticas “puras”, sino un dominio central de la física. Por lo tanto, ¡prepárate para arrojar por la borda algunos axiomas! 

Primos

Por Peter Martinson 

Estudiar a Gauss presenta una paradoja, lo cual ha sido enfatizado recientemente de nuevo por Lyndon LaRouche. Lo que Gauss presentó públicamente no fue una exposición precisa de su pensamiento interno sobre las cosas. Bajo el ambiente resultante de la operación Británica llamada Revolución Francesa, que tuvo como consecuencia la brutal dictadura del matemático aficionado y devoto de Lagrange, el agente británico Napoleón Bonaparte, Gauss se sintió inseguro para liderar la revolución científica que había estado aguardando desde la muerte de Leibniz en 1716. En su lugar, Gauss presentó los resultados de sus descubrimientos y luego escribió una historia que encubría su explicación de esos resultados. Pero, junto con la historia en cubierta también dio algunas pistas para los pensantes creativos que vendrían después de él. 

En ninguna parte es esto más cierto, que en estudiar la solución de Gauss al problema de la orbita de Ceres en 1801. Las matemáticas de la explicación de su solución puede ser seguida, con dificultad, pero uno se queda con la pregunta, “¿como es que salió con todo esto?” Hoy, los académicos refieren que lo que Gauss pensó fue uno de sus descubrimientos menos importantes, su método para reducir los errores de la observación a un mínimo. Así es como los académicos se pierden la verdadera sustancia de los descubrimientos de Gauss. 


Para llegar al fondo del descubrimiento, y abordarlo desde arriba, es necesario entrar en la mente de Gauss en ese periodo que lo llevó a ese descubrimiento. No hay un camino directo entre el trabajo temprano de Gauss y su descubrimiento de la orbita de Ceres, porque la mente es creativa, no lineal. Es necesario ver cómo Gauss pensó en ese entonces. Tenemos algunas pistas sobre esto, y también tenemos el trabajo de Lyndon LaRouche, cuyo descubrimiento en economía física apunta hacia lo que era físicamente importante para Gauss. 


Para empezar la investigación sobre el trabajo temprano de Gauss, debemos empezar con los números primos. 

Gauss sabía lo que contaba 


A la gente normalmente se le enseña que los números provienen de contar cuántos objetos hay. Todos sabemos contar –sólo agregas 1 cada vez, ¿verdad? Cuenta hasta veinte: 

1 2  3  4  5  6  7  8  9  10
11  12  13  14  15  16  17  18  19  20


Pitágoras y su escuela definieron varias clases diferentes de números, dependiendo de sus propiedades. Por ejemplo, sólo la mitad de nuestro conjunto de números pueden ser divididos en partes iguales, a la otra mitad le sobrará 1. Así, 4 puede ser dividido en 2 + 2, y 14 en 7 + 7, pero 11 solo puede ser dividido a la mitad si primero se le resta uno, 11 – 1 = 5 + 5. A los números divisibles en partes iguales, los Pitagóricos (por razones obvias) les llamaron números “pares”, y a los otros “nones”. 


Algunos de los números pares, cuando se dividen en dos partes iguales, se dividen en dos números pares (como 4), algunos en dos números nones (como 14). A estos se les llama “pares-pares” y “pares-nones”, respectivamente. Cada uno de los números nones pueden clasificarse de manera similar, cuando le restas 1. Entonces 11 será un número “non-non”, y 13 un “non-par”. 


Acomodemos un poco nuestros números: 
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¡Espera, espera! ¡Esos no son números! Aun si los números se piensan como una colección de objetos, esas colecciones pueden dividirse y reacomodarse en ordenadas configuraciones geométricas. Aquí realmente están representadas tres tipos de estructuras: el cuadrado, el rectángulo y el rectángulo largo y delgado. Los que son largos y delgados se llaman números primos, porque no se pueden dividir ordenadamente en algún sentido. Trata de encontrar alguna manera de predecir el carácter del número siguiente, sin que lo construyas con los bloques, y después verifica si estabas en lo correcto. Por ejemplo, ¿qué tan distantes están los números cuadrados entre si? ¿Existe un patrón? 


Ahora trata de predecir cuándo ocurrirá el siguiente número primo. Esto no es tan fácil. Después de haber llegado hasta el 41, la determinación de si un número es primo o no se vuelve más difícil. Esto no se debe solamente a que la mayoría de las personas no cuenta con más de 41 bloques1. 


El antiguo científico griego Eratóstenes desarrolló un método para distinguir a los primos, el cual se llama “criba de Eratóstenes”. Adhiere un marcador negro a un círculo; después, rueda ese círculo en una hoja de papel en línea recta. Cada vez que completa una rotación deja una marca en el papel. Ahora, has lo mismo con un círculo del doble de diámetro, pero utiliza un marcador de diferente color. Este dejará una marca por cada dos de los primeros puntos. Ahora hazlo con un círculo que sea tres veces el diámetro. Eratóstenes afirmó que, cada punto negro que tenga más de una marca de otro color sobre él representa un número compuesto (como 8). Si solo tiene una marca de otro color, representa un número primo (como 3). 


Cada número que no es primo, es divisible en varias columnas iguales, las cuales pueden seguirse dividiendo hasta quedarnos solamente con números primos. Por ejemplo, el 6 se puede dividir en dos grupos de tres – ambos números primos. El 8 se puede dividir en dos grupos de cuatro, o dos conjuntos de dos grupos de dos. Podemos escribir esto como 6=2·3, y 8=2·2·2·2. O, toma el 24. Se puede dividir ya sea en cuatro grupos de seis, o tres grupos de 8, o dos grupos de doce, así: 
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Cada uno de esos grupos también se puede dividir, hasta haber reducido 24 a  2·2·2·3. 


Nota que cada número compuesto está compuesto de solo números primos menores. Por ejemplo, el 41 no esta compuesto por ningún factor primo (¡porque él mismo es primo!), pero no hay número menor a 41 que tenga como factor a 41. Ahora que hemos localizado nuestro número primo, es posible una nueva clase entera de números -aquellos que tienen el 41 como factor, tales como 41·2 = 82, 41·3 = 123 or 41·187 = 7667.

Así, si llamamos p a nuestro número primo genérico, entonces ningún número menor que p indicará que p es primo. Por otro lado, todo el campo de números después de p estará conformado por la existencia de p. Esto se puede pensar de manera diferente, lo cual se llama el método de inversión, y es como Gauss pensó. La existencia de los números mayores a p hace a este número necesario. La distribución de los primos está entonces determinada desde arriba y no desde abajo. Está determinada por el infinito, no por los bloques de construcción. 


Pongamos esto de otra manera: ¿Cuántos números primos existen? Todos los números, como lo hemos visto, son ya sea números primos, o compuestos de números primos. Si se asumiera que hubiera un último número primo, entonces el número de primos sería finito, y cada número después de esto estaría compuesto de números primos. Si multiplicamos a todos los primos juntos, entonces hacemos un gran número compuesto: A. No hay razón por la cual no podamos agregar 1 a este gran número compuesto, para obtener A + 1=B.
Dado que ya dejamos atrás al último número primo, este nuevo número, hecho del número compuesto más 1, debe ser también un número compuesto. Pero, aquí está la paradoja –ya hemos usado todos los números primos para formar A, el gran número compuesto. Por lo tanto, A+1=B debe contener algún otro número primo como factor, uno que no está en nuestra lista finita de números primos. Por lo tanto, siempre habrá por lo menos un número primo más que cualquier conjunto finito de números primos y, así, no existe un último número primo. Pero, ningún número anterior a cualquier número primo p va a dar alguna pista de la existencia de p. Por lo tanto, tampoco puedes calcular el siguiente número primo. 


Esto nos deja con una paradoja: Si ninguno de los números anteriores a un número primo nos da alguna pista sobre la existencia de ese número primo, entonces aquellos primos ¡bien podrían estar dispersos al azar! Esta fue una paradoja que confundió a empiristas como Euler, quien estaba atormentado por tratar de calcular el siguiente número primo. Gauss pensó de manera diferente acerca del universo del número. 

Interludio Logarítmico 

Cuando Gauss tenía 15 años, fue presentado al Duque de Brunswick por su futuro maestro, E.A.W. von Zimmermann. El Duque quedó tan impresionado por este joven, que estuvo de acuerdo en patrocinarlo y pagar por su asistencia al Collegium Carolinum. Poco después de este encuentro, el ministro de estado del Duque hizo entregar al joven Gauss una nueva copia de la Tabla de Logaritmos de Schultze, la cual incluía una lista de números primos hasta el 10,009. Inmediatamente Gauss hizo lo que cualquier niño creativo normal hubiera hecho, empezó extender las tablas de logaritmos, e hizo un descubrimiento. 


El logaritmo es un concepto introducido por John Napier de Escocia, pero cuyas raíces yacen en la Grecia de Platón. Los Pitagóricos tardíos, incluyendo a Platón y a Arquitas enfatizaron el estudio de las medias proporcionales a las que llamaron la ciencia de la Aritmética. Ellos reconocieron varios tipos de media proporcional, tales como la media aritmética y la media geométrica. La media aritmética es el punto intermedio entre dos magnitudes. Puedes crear una progresión aritmética añadiendo una cantidad fija una y otra vez, como lo hacemos cuando contamos normalmente. Por ejemplo, la serie 1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29 etc., es una serie aritmética que empieza en 1, y va aumentando 4 cada vez. Cada uno de los términos en una serie aritmética se puede representar por la expresión an+b, donde b es el valor inicial, a es el valor del incremento y n es algún número entero. Así, todos los términos en la progresión anterior se representan por 4n+1. Si a es 7 y b es 4, todos los números en la progresión son representados por 7n+4, que es 4, 11, 18, 25, 32, 39, 46, etc. 


La media geométrica está relacionada al extremo menor de la misma forma en que el extremo mayor esta relacionado a la media. Esto se demostró afamadamente por la duplicación del área del cuadrado, lo que, al hacerse repetidamente, genera una progresión geométrica simple. Así, obtenemos áreas de 1, 2, 4, 8, 16, 32, etc. Cada término en la progresión geométrica, está representado por el poder de alguna base. En la progresión de la duplicación, empezamos con una 

base de 2, y cada término es igual a 2n, donde n es el número de veces que ha ocurrido la duplicación. Así, 20=1, (porque el cuadrado no ha sido doblado aun), 21=2, 22=4, etc. 

[image: image3.png]



Un examen más cuidadoso de la construcción física de la duplicación del área del cuadrado, revelará que realmente hay dos tipos de crecimiento involucrados. El resultado de una progresión geométrica son los cambios tanto en el área como en la longitud del lado, pero cada rotación es igual. Por lo tanto, la rotación crece aritméticamente. Al igual que los números primos anteriores, esta construcción va creciendo en pasos. Lo que buscamos aquí es alguna función continua que determina este crecimiento, como si fuese desde arriba. 
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¡Por supuesto! Es nada menos que la espiral logarítmica de Bernoulli. Aquí Bernoulli combina los dos tipos de crecimiento en uno. En tanto el ángulo aumenta en una proporción constante, la distancia hacia la curva desde el centro aumenta en una proporción geométrica. Nota que los dos tipos de crecimiento ocurren en ángulos rectos uno a otro. El logaritmo de un número es meramente la cantidad de rotación necesaria para llegar a cierto punto en la espiral. 


Leibniz también estudió esta relación perpendicular, ortogonal. Sin embargo, en vez de que el crecimiento aritmético sea circular y el geométrico radial, Leibniz hizo el crecimiento aritmético horizontal y el crecimiento geométrico vertical. Actualmente, a la curva producida se le llama “Exponencial” y a su inversa se le llama “logarítmica.” 
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Si en verdad tratas de construir esta curva, te toparás con un problema. Es fácil alinear las alturas geométricamente relacionadas a intervalos iguales, pero conectar sus extremos con una curva es cosa de adivinanza. Las progresiones geométrica y aritmética son discretas, mientras que las curvas que supuestamente describen son continuas. 
Aparentemente, uno podría obtener una aproximación mas cercana a la curva usando intervalos cada vez menores, pero siempre habrá algún espacio entre las puntas de las líneas donde la altura no se conoce exactamente. Entonces, ¿Cuál es la relación entre la curva y el  “andamiaje” discreto? 


Apliquemos el método de inversión de Gauss. Supongamos, que en vez de construir las progresiones aritméticas y geométricas, construimos primero la curva.
 Al marcar las progresiones aritméticas a lo largo de la línea horizontal, se pueden encontrar inmediatamente las alturas geométricamente crecientes. Y se puede elegir ¡cualquier intervalo aritmético! Ambas progresiones son entonces las expresiones discretas de la función logarítmica superior continuamente cambiante. En otras palabras, observa las dos formas de progresión, la geométrica y la aritmética, como si fueran causadas por el principio de crecimiento logarítmico. Las dos formas de progresión fueron creadas por el logaritmo, de la misma manera en que los números primos se hicieron necesarios por algún principio que es infinito al campo de los números contables. Tenemos los objetos de la percepción sensorial (las progresiones, y los primos), pero también tenemos algún principio superior no perceptible que ordena los objetos de la percepción sensorial, los cuales alcanzan a y organizan las cosas desde afuera del dominio de los sentidos. 

El primer descubrimiento de Gauss 


Así como Gauss aprendió como funcionan los logaritmos, también investigó la naturaleza de los números primos en la parte trasera de su nuevo libro. A pesar de tener 15 años, él sabía que el Creador del Universo no había desparramado su creación al azar, sino que El la había organizado armónicamente. Gauss empezó a contar los números primos. Observó que tan rápido se acumulan los números primos, de que manera se expande tu conjunto de números. Entonces, observó que tan rápido crece el número de aquellos números, lo cual solo tiene dos factores. Después, solo tres factores. Pronto encontró que 10,009 contenía demasiado pocos números primos para sus experimentos, entonces calculó más. Como diría más tarde en su vida: 

“Con frecuencia empleé algún cuarto de hora libre en contar algunos miles por aquí y por allá; sin embargo, eventualmente lo abandoné completamente, sin haber siquiera completado el primer millón”.
 

Gauss no estaba interesado en el siguiente número primo, per se, sino lo que le interesaba era como estaban distribuidos. ¿Cómo es que suena la composición, como un todo? En la hoja trasera de su libro de logaritmos escribió: 
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Número Primos menores a (= ∞) 
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números con dos factores 
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Con tres factores, probablemente 

[image: image9.png]HLLaja




Y así hasta el infinito, 

(donde L es el logaritmo natural) 

¿Qué es esto? Analicemos estas fórmulas, para ver que significan. Primero, Log a significa, dado algún radio a en la espiral, ¿cuánta rotación fue necesaria para llegar ahí? la primera fórmula es una proporción, donde el número de números primos por debajo de a es a 1, así como a (el radio de la espiral) es a su logaritmo. Como el ángulo de la espiral aumenta a un tasa constante, el crecimiento del radio se acelera, dado que crece geométricamente. A la inversa, si el radio aumenta a una tasa constante, el cambio en el ángulo debe parecer que se desacelera. El desaceleramiento del crecimiento angular será rápido, pero la tasa de cambio del desaceleramiento también se desacelerará. Por lo tanto, la proporción parecerá que comienza empinada, pero después se nivela a un crecimiento algo lineal. 


¿Qué fue lo que Gauss vió? Por debajo del 10, hay cuatro números primos: 2, 3, 5, 7. Pero si duplicas el rango, el número de primos también se duplica, añadiendo 11, 13, 17, y 19. Si continuamos esto, ¿cuántos números primos debe haber en 100? 40, ¿verdad? Error, solo hay 25, porque la frecuencia se desacelera. Por ejemplo, del 20 al 30 solo hay dos números primos. La tasa de acumulación debe entonces desacelerarse. Podemos hacer un diagrama de esto, donde contemos los números a lo largo de una línea horizontal, y colocar una marca sobre cada número que represente el número de primos debajo de ese número. Encontrarás esa tabla mas abajo, comparada con la tasa de crecimiento de la función logarítmica natural de Gauss: 
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a-Límite Superior
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Límite Superior

Se ven casi idénticas! Aquí están sobreimpuestas: 
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Límite superior

Entonces, no son exactamente iguales. Como veremos estudiando más el trabajo de Gauss, él nunca confió en una fórmula, aunque sus escritos estén absolutamente llenos de ellas. Hizo experimentos, desarrolló hipótesis, las probó con más experimentos y cambió constantemente sus hipótesis hasta su muerte.


¿Qué significa esto? ¿Será que el principio superior que ordena a los números primos, es el mismo principio que genera las progresiones aritméticas y geométricas? 


Cinco años antes de su muerte, Gauss escribió una carta a su estudiante Johann Franck Encke sobre sus hipótesis sobre los número primos. El joven astrónomo le había enviado a Gauss su propia hipótesis sobre la distribución de los primos. Gauss había reconocido que, no importaba como se agrupara a los números primos, su distribución siempre sería inversamente proporcional al logaritmo natural. Aquí hay una gráfica que muestra cuantos números primos hay entre cada grupo sucesivo de mil números. La curva roja es [1/(Log n)]. 
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En esa carta, Gauss también discute el trabajo de otros científicos, tales como Lagrange, que habían llegado a una distribución similar. Da una sugerencia para mejorar la fórmula de distribución, pero dice que juzgando la exactitud de la hipotetizada distribución requería aun más datos experimentales, y también requería probar la lectura de las tablas de números primos entonces en uso, tales como la tabla de D’Alambert plagada de errores. Gauss hace un llamado a extender las tablas de los números primos a varios millones, y sugiere contratar a un joven calculador prodigioso, Johann Martin Zacharias Dase (1824-1861),para hacer el trabajo.
 


Menos de una década después, un joven estudiante de Gauss, Bernhard Riemann, presentó su primera disertación en la Universidad de Gottingen. Fue una exposición sobre la distribución de los números primos, y él aseguró que la distribución hipotetizada por Gauss siempre llegaría más y más cerca a la verdadera distribución de los números primos. Desde entonces se le conoce como la “Hipótesis Riemaniana” y los científicos han estado luchando para verificarla. Algunos aun sostienen que, dado que Riemann no demostró la hipótesis para el último número primo, entonces ¡no puede ser declarada como verdadera! 

Traducido por Hugo Cervantes Ahumada
� Podrías salir y comprar cubitos de azúcar o incluso ¡pasitas! 





� Sky Shields inventó una maquina capaz de construir tanto la curva exponencial y la espiral de Bernoulli continuamente. Ver su reporte en la edición de Dinamis, enero de 2008.


� Carta de Gauss a Johann Franck Encke, 24 de Diciembre, 1849.


� Desafortunadamente, solo publicó sus hipótesis después de que sintió haber tenido un argumento a prueba de balas para su validación.


� La habilidad para realizar cálculos no es una medida del genio, aunque es una de esas habilidades especiales que pueden ser utilizadas para bien. De lo que he podido indagar acerca de Dase, parece haberse vendido como un acto de circo en el que ejecutaba grandes cálculos para el entretenimiento de otros. Gauss vio que esta habilidad podría ser utilizada para el avance del conocimiento humano en vez del entretenimiento, y así logró la inmortalidad de Dase. Dase acabó construyendo un libro de todos los factores para los números entre 7,000,000 hasta 10,000,000, pero murió antes de poder hacer mucho más. 
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