Módulo

Por Peter Martinson


Antes de que Karl Gauss asistiera a la Universidad de Gottingen en Octubre de 1795 , y antes de que pudiera investigar el trabajo de otros famosos matemáticos, tales como el chaquetero  Leonhard Euler, y su progenie, el admirador de Napoleón  Joseph Louis Lagrange, hace un asombroso descubrimiento cuya elaboración le lleva un año entero y cuyas implicaciones moldean la totalidad de su vida.

       “Puesto que lo consideré bellísimo en si mismo y en vista de que sospeché su conexión con resultados aun más profundos,  concentré en él  todos mis esfuerzos, con el fin de entender los  principios de los que dependía y para obtener una prueba rigurosa. Cuando tuve éxito en esto, me atrajeron tanto estos asuntos que no pude dejarlos.”
 

En esta pedagógica, vamos a sacar a la luz  lo que fue el descubrimiento de Gauss. El lector debe estar prevenido de que, aunque los pasos que tomaremos para alcanzar esta meta no son precisamente los que Gauss tomó, son necesarios para despejar  la confusión que infesta a la mayoría de las mentes de hoy. Para obtener la idea completa, y quizá abrir la puerta a futuros descubrimientos fructíferos, alentamos al lector para que trabaje por si mismo a través de cada ejemplo. Vamos a empezar por ver lo que Gauss dijo haber descubierto, y  así  avanzaremos para obtener un sentido mas profundo de cómo habría pensado.

Lo que Gauss dijo que descubrió

Gauss comienza su libro sobre aritmética así:

1. Si un número a divide la diferencia de los números b y c, se dice que  b y c son congruentes relativos a a; si no, b y c son no congruentes. El número a se llama  módulo. Si los números b y c son congruentes,  cada uno de ellos es llamado un residuo del otro. Si ellos son  no congruentes se les llama no residuos.

Mas adelante veremos  un punto de vista mas intuitivo desde el cual observar al módulo y sus congruencias, pero por ahora, veamos  exactamente lo que Gauss presentó a sus contemporáneos.


Tomemos dos números, -9 y +16. Su diferencia es 25. Dado que 5 divide a 25 equitativamente, -9 es congruente a +16 relativo a 5, el módulo. Similarmente, -7 es un residuo de +15 relativo a 11, el cual divide sus diferencia, 22. Pero, -7 es un no residuo de +15 relativo a 3, dado que 3 no divide a  22. Muchos de nosotros nos hemos topado con esta clase de cosas en la escuela, cuando aprendimos sobre la división. Lo que Gauss llamó el residuo, nosotros usualmente lo llamamos el remanente (resto). En efecto, dado que el  remanente debe estar entre 0 y el módulo, es un tipo especial de residuo, llamado residuo mínimo. Así, si dividimos 13 entre 5, nos da 2 con un remanente de 3 (nos da 2 y nos sobran 3). Por lo tanto, en este caso, 3 es un residuo de 13, dado que su diferencia es equitativamente divisible entre 5, y, de hecho, 3 es el residuo mínimo


Gauss tiene una notación para esto: “b es congruente a  c relativo al módulo a” se escribe:
b ≡ c (mod a)

Así, en lo ejemplos anteriores, -9 ≡ +16 (mod 5) y –7 ≡ +15 (mod 11).


Inténtalo con varios números mas. Cuenta hasta 100. Ahora, escoge un número como módulo, y divide entre el, todos los números desde el 1 al 100, para encontrar sus remanentes (sobrantes) Obtendremos algo como esto:

Módulo 7

1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16   17   18   19 1 2  3  4  5  6  0 1  2   3   4   5    6    0    1   2     3    4     5

El renglón superior de números son los números contados, y el renglón de abajo son los remanentes después de la división entre 7. Nota el patrón repetitivo en los residuos. Podemos ver fácilmente cuales son los residuos mínimos de todos lo números, y también podemos ver rápidamente qué números son congruentes entre sí relativos a nuestro módulo, 7. Así, por ejemplo, 2 es el residuo mínimo de 9, y 3 es el residuo mínimo de 10.


Podemos también continuar el patrón en la otra dirección, en los negativos:     
Módulo 7

-12  -11  -10   -9   -8   -7   -6   -5  -4  -3   -2    -1    0    1    2    3   4   5
   2     3     4     5    6     0    1     2    3   4    5     6    0    1    2    3   4   5
Así, vemos que la diferencia entre –2 y 5 es divisible entre 7,  y ellos tienen el mismo residuo mínimo.
Trata sumando y restando diferentes números, y ve qué sucede con sus residuos mínimos. Encontrarás que, si restas un número congruente a 4 de un número congruente a 7, obtendrás el mismo resultado que si restaras cualquier número congruente a 4 de cualquier número congruente a 7. Esta propiedad se mantiene para toda la aritmética.
Ahora, cambiemos rápidamente, y veamos en las características de los números individuales. Gauss nota que podemos  dividir todos los número primos en dos clases: aquellos que pueden ser divisibles equitativamente entre cuatro cuando le restamos 1, y aquellos a los que se les debe restar 3 para poder ser divisibles entre cuatro. Por ejemplo, 17 = 4 ∙ 4 + 1, y 19 = 4 ∙ 4 + 3. Como una notación, 17 es llamado un número de la forma 4n + 1 , y  19 es llamado un número de la forma  4n + 3 . Todo  número primo puede ser expresado en estas dos formas, así  podemos categorizarlos:

4n + 1:

5    13    17    29    37    41   53    61    73    79    97

4n + 3:

3   7    11    19    23    31   43    47    49   67     71    83


Un último paso,  y podremos exponer el profético descubrimiento de Gauss. Veamos de nuevo nuestras tablas de residuos mínimos. En la lista de números del 1 al 100, encierra en un círculo todos aquellos que sean número cuadrados, tales como el 4, 9, 16, etc. ¿Cuáles son sus residuos mínimos? Para 7, vemos que el residuo mínimo de los número cuadrados son 1, 2, y 4. Encontrarás que cada uno de los números cuadrados es congruente a uno de estos tres residuos. Los otros tres  (sin tomar en cuenta el módulo, o 0) nunca serán congruentes a un número cuadrado. De hecho, si llamamos p al módulo, solo 1/2 ( p – 1) de los residuos mínimos será congruente a un número cuadrado. Necesitarías ¡ir mas allá del número 100 para poder ver esto, para algunos módulos!  Estos residuos mínimos se llaman residuos cuadráticos mínimos y aquellos números cuadráticos no congruentes a los cuadrados  son  llamados solamente residuos cuadráticos. Usamos la palabra cuadráticos, porque un cuadrado tiene cuatro lados (no dos, como el exponente x2 podría engañar a algunos matemáticos universitarios de hoy en día)


Bien, ahora podemos analizar el descubrimiento de Gauss. –1 es un residuo cuadrático para todos los módulos número primo que se expresan en la forma 4n + 1, pero un no residuo cuadrático para los módulos número primo que se expresan en la forma 4n + 3. ¡Eso es! Por ejemplo 17 es 4 ∙ 4 + 1, y –1 es congruente al 16 = 42 relativo a 17. Pero, relativo a 19 = 4 ∙ 4 + 3, nunca será  un cuadrado congruente a –1.


Esto parecería como un buen (o poco claro) truco matemático, pero recuerda que  el método de Gauss se basa en el principio de inversión . Siempre puedes saber si –1 es un residuo cuadrático de un módulo o no, pero ¿cuál es el principio que determina para cuáles  módulos, –1 es un número primo? Gauss lo tiene completamente resuelto: -1 es un número cuadrado,  si y sólo si el módulo es un número 4n +1. Ahora, ¿cómo descubrió esto? El no conocía algún otro trabajo previo sobre esto, así que necesitamos alguna forma de adentrarnos en su joven cabeza.

Gauss y el Poder 


Gauss dice que la demostración de este descubrimiento fue primero mostrada por Euler. En efecto, la mayoría de los descubrimientos publicados por Gauss en su texto de aritmética fueron hechos primero, ya sea por Euler, o otros, tales como  Lagrange, D’Alambert, Legendre, or Fermat. Como le dice en un carta a su antiguo maestro, E.A.W von Zimmermann, cuando llegó a la biblioteca de la  Universidad de Gottingen, “No puedo negar, que encuentro muy desagradable que la mayoría de mis bellos descubrimientos en análisis indefinido no fueron originales. Lo que me consuela es esto. Todos los descubrimientos realizados por Euler que he encontrado hasta ahora, yo también los he hecho, y algunos mas. He encontrado de manera mas general, pienso, un punto de vista mas natural; todavía sigo viendo un campo inconmensurable ante mi..”
  Así, debemos adentrarnos mas en lo que Gauss presenta, pero con la sospecha que él probablemente no nos está contando toda la historia. 


Veamos mas en los residuos de poderes. Necesitamos construir un pequeño cuerpo de evidencia experimental, que nos permita empezar a ver algunos patrones. Usaremos dos módulos para los ejemplos: 7 y 17. Primero, encuentra los residuos mínimos relativos a los dos módulos, para todos los poderes de 2.
 Módulo 7
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En el reglón superior están los números habituales de contar, los números en el segundo y tercer renglón son iguales a los poderes de 2, y los números en el último renglón son los residuos mínimos de esos poderes de 2, relativos a 7. Aquí esta para 17: 

Módulo 17
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Como antes, viendo los residuos mínimos de los números de contar relativos al módulo 5, nota que los residuos mínimos se repiten. En la última, vez la longitud del ciclo fue igual al módulo, así, los residuos mínimos se repiten cada 5 pasos. Ahora, viendo los residuos de los poderes de 2, la repetición ocurre con una frecuencia mayor. Tratemos con los poderes de 3 (nota que dejamos fuera los poderes reales de 3, ya que se hacen demasiado grandes. Alentamos al lector a calcularlos, ¡difícil!)

Módulo 7
[image: image3.png]12 4.5 6 7 10 11 12 13 14 15 16 17 18
T 3T F T g 3T g gu g g grogn
3 2 45 1 3 4 05 1 3 2 6 4 5 1




Módulo 17
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Aquí, vemos que ninguno de los conjuntos de poderes se repite hasta que el ciclo del módulo se ha completado a sí mismo. También observa que no llegamos a 1 hasta  el número justo anterior al módulo. Así, para módulo 17,  3 (17 – 1)  es congruente a 1, mientras para 7, 3(7-1) es congruente a 1. Ahora hagamos esto para el resto de los poderes. 
Módulo 7
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Módulo 17
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Para estas dos tablas, cada número representa el residuo mínimo del número en la columna del extremo izquierdo, elevado al poder del número en el reglón superior. Por ejemplo, para el módulo 7, 35 ≡ 5 (mod 7), y para el módulo 17, 35 es también ≡5 (m0d 17).
Tómate un momento para admirar los patrones. Primero, nota que cada reglón de residuos se repite después de llegar a 1. Por ejemplo, en el módulo 7, los poderes de 2 y 4 se repiten después de que llegan al tercer poder, pero los de 3 y 5 no se repiten hasta después del sexto. 6 se repite inmediatamente. En el módulo 17, existen mas variaciones. Aquí, 4 y 13 se repiten después del cuarto poder; 12, 8, 9, y 15 se repiten después del octavo poder ; y 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, y 14 se repiten después del dieciseisavo poder. 

Concéntrate un poco más en donde los números 1 aparecen en el módulo 17. Los  renglones  3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, y 14 no llegan a 1 hasta el poder 16vo. Pero los renglones de los poderes de 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, y 16 todos repiten antes del poder 16vo. Nota que hay  ocho renglones de cada tipo. Gauss le llamó raíces primitivas al primer tipo, el que no se repite hasta el poder 16vo. 

Observa cuanta longitud necesitan las raíces no primitivas para llegar a 1. Todas ellas son congruentes a 1 en el 8vo. poder. Algunas de ellas son congruentes a 1 en el 4to. poder, tales como, 1, 4, 13, y 16.  Algunas son congruentes a 1 en el segundo poder, tales como, 1 y 16. Ninguno de los poderes de ninguno de los números, primitivo o no-primitivo, son congruentes a 1 para ningún poder excepto para  2do, 4to, 8tvo, y 16avo. Esto sucede porque son todos los factores posibles de 16. Has el mismo análisis con el módulo 7, y observarás lo mismo, i.e. ninguno de los residuos de los poderes de los números son congruentes a 1, excepto para aquellos poderes iguales a factores de 7-1=6.
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Las raíces primitivas tienen la característica especial de que, todos los residuos mínimos son congruentes a algunos de sus poderes. Así,  en los poderes de 3 relativos al módulo 17, cada número entre 0 y 17 es encontrado, aunque fuera de orden.
 Para cualquier módulo, en lugar de tratar los residuos mínimos, se puede tomar como base una de las raíces primitivas, y se pueden tomar los poderes de esa raíz primitiva. Por ejemplo, cada número congruente a 3 elevado a poder par en módulo 17 será un residuo cuadrático. ¡Checalo!


Toda la aritmética modular se puede ahora realizar con raíces primitivas. Nadie quiere cuadrar 14 solamente para ver a que es congruente relativo al módulo 17, pero con las raíces primitivas, esto es fácil. 14 es congruente a 39, así 14 ∙ 14 ≡ 39 ∙ 39 = 39+9 = 318,  el cual es congruente a 32 ≡ 9 (mod 17), dado que la raíz primitiva se repite después del 16vo. poder. Así  todas las multiplicaciones se pueden volver sumas de poderes. Recuerda que esto es similar al trabajo hecho con Logaritmos, donde si dos números se multiplican, sus logaritmos simplemente se suman. 

Cada poder de todas las raíces primitivas es un residuo cuadrático. Dado que el exponente es par, puede ser dividido ya sea  en dos factores pares, o  dos factores nones, pero no en un factor par y en uno non. Lo que esto significa es que, el producto de dos residuos cuadráticos es un residuo cuadrático, y el producto de dos no residuos cuadráticos es también un residuo cuadrático, pero el producto de un residuo cuadrático y un no residuo cuadrático es un no residuo cuadrático. Por ejemplo, en el módulo 17, 2 y 8  son residuos cuadráticos, mientras 6 y 7 son no residuos cuadráticos. Si usamos 3 como nuestra raíz primitiva, encontramos lo siguiente: 2≡314, 8≡310 , 6≡315 , y 7≡311. 2 veces 8 es 16, que obviamente es un residuo cuadrático, y es congruente a 38 . 7 veces  6 es 42,  el cual también es congruente a 8 en el módulo 17, y así también un residuo cuadrático.  2 veces 6 es 12, el cual es congruente a 313, y es un no residuo cuadrático.  

En ambas de estas tablas, la columna con el “2” en la parte superior representa a todos los residuos cuadráticos. La columna tiene  dos de cada uno de los residuos,  tanto para el módulo 7 como el 17.  El patrón se repite, al revés, a la mitad de la tabla. En otras palabras, cada residuo cuadrático tiene dos raíces cuadráticas. Por ejemplo las raíces de 9  en el módulo 17 son 3 y 14. Es un efecto del ordenamiento del universo de arriba hacia abajo que todos aquellos ciclos que son mas cortos que aquellos de las raíces primitivas, coinciden con todos los residuos cuadráticos. Para 17, esto significa que los ciclos mas largos (3,5,6,7,10,11,12,14) son residuos no cuadráticos. Dado que los poderes del módulo mismo siempre son congruentes a cero, no lo consideraremos. Así, dado que cada residuo cuadrático tiene dos raíces, siempre habrá exactamente la mitad del módulo menos 1 residuo cuadrático, sin importar el módulo mismo. En otras palabras, 1 / 2(p – 1 ) residuos  son cuadráticos, si p es el módulo.


Pierre de Fermat fue el primero en reconocer que los residuos de los poderes, siempre se repiten en el poder del módulo. Como hemos visto, si el módulo es p, cualquier número a elevado al poder del módulo menos 1 será congruente 1, o ap-1≡ 1 (mod p). Esto era conocido por Gauss como el “Teorema de Fermat” y se  llama en la actualidad su “Pequeño Teorema” para distinguirlos de su “Gran Teorema”. Los residuos de poderes siempre procederán en ciclos, y siempre se repetirán, máximo, después del poder p-1, como si volvieran al círculo completo. También hay sub ciclos más cortos, aquellos que empiezan a repetirse después de algún factor del módulo menos 1.Gauss llamó periodos a todos estos ciclos y sub ciclos. Cada periodo se completa en el poder de  p –1.


Por último, pero muy importante, ve en el periodo más largo entre los residuos cuadráticos. Este siempre coincide con la mitad del módulo menos 1:  8 para 17, y 3 para 7. Los únicos residuos en esta columna son 1 para los residuos cuadráticos, y p – 1 para las raíces primitivas. Así, en el módulo 17, cualquier residuo cuadrático elevado al poder de 8 es congruente a 1, mientras cada raíz primitiva elevada al poder de 8 es congruente a 16, el cual también es congruente a –1, como lo vimos antes. Este poder representa la raíz cuadrada del poder p – 1, que es en si mismo siempre congruente a 1 (esto es el Teorema de Fermat). Así, aun dentro de estos sistemas periódicos, 1 tiene dos raíces cuadradas, 1 y –1, los cuales ambos están al poder 1/ 2(p – 1). Los poderes iguales a 1 /4 (p – 1 ), entonces, serán raíces cuadradas, de las raíces cuadradas de 1.Así, en el módulo 17, 4 y 13 son las raíces cuadradas de 16 ≡ -1( mod 17). Bien, ahí esta nuestra vieja amiga , (-1.

Gauss el universo finito y auto-limitado  


Como nos dimos cuenta en la pedagógica de Números Primos, Gauss evidentemente no creía en “infinitos malos”, como lo hacían Euler y Newton. La obsesión de Euler, como se puede ver en su libro de texto de cálculo integral, era afirmar que cualquier función, incluyendo las trascendentales, podrían ser tratadas como equivalentes a algunas series de términos añadidos infinitamente. Euler fue simplemente un seguidor del no-cálculo de Newton, que no era sino un estudio de ese tipo de series infinitas, expuestas como tal por Gottfried Leibniz. El fraude acerca de la existencia de tales tipos de infinitos fue, en realidad, expuesto primero por Nicolás de Cusa en su refutación al intento de Arquímedes de cuadrar el círculo. Como fue claramente comprendido por Gauss, cualquier proceso  que proceda sin fin, que pueda interpretarse  como “yéndose al infinito”, en realidad representa la existencia de una verdadera trascendental, que limita al proceso. Por lo tanto, los infinitos no existen como tales.


Ese fue el discernimiento al que llegó Gauss cuando investigaba el número. La secuencia de contar números parece que sigue sin límite, con solo ir añadiendo 1 una y otra vez. No existe ningún número al cual no se le pueda agregar 1, para obtener un número mayor. Pero, como Gauss sabía, debe existir algún principio trascendental superior que  limite incluso  el campo  del número. Esto no era  único  de Gauss, sino que fue también reconocido en parte por los Pitagóricos, tales como Erastostenes.


Los residuos mínimos de los poderes, relativos a cualquier módulo, siempre se repiten en el poder del módulo menos 1, lo cual fue primero notado por Fermat. La genialidad de Gauss fue reconocer que el número tiene obviamente un carácter geométrico,  un carácter periódico. En casi la ultima página de su primer y único libro sobre  aritmética modular, Disquisitiones Arithmeticae, Gauss finalmente libera al gato encerrado en un pie de página. Puede ser que alguno de nuestros astutos lectores ya lo haya captado.  Gauss no estaba interesado en el número ordenado tramposamente, sino en las propiedades de ese universo que produce aquellas anomalías entre los números que nos parecen ordenados. Por supuesto, que Gauss hizo enormes tablas de números
, pero pensaba en esos números en términos de lo trascendental.

Dibuja un círculo, y marca la circunferencia equitativamente en 7 puntos. Numéralos, empezando con 0. Cuando ya hayas dado toda la vuelta, sigue haciéndolo de tal manera que la marca etiquetada con “0” es también etiquetad con “7”. Da varias vueltas.  Has esto también con 17. Todos los números que se alinean con alguna marca son congruentes entre sí, dado que todos son iguales a sus residuos mínimos, mas algún número de rotación completa alrededor del círculo.
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Ahora podemos ver como trabaja la aritmética en el módulo. Sumando dos números cualesquiera suman su respectivo número de “pasos”. En el módulo 7, dado que 8 esta a un “paso” de 7, sumarle 8 a cualquier número es lo mismo que agregarle un “paso” mas. La multiplicación es un poco más complicada. Todos los números pueden, aritméticamente, ser considerados como si estos funcionaran exactamente como sus residuos mínimos.


Veamos los poderes de los residuos, empezando con 2 en el módulo 7. Cada multiplicación por 2 implica duplicar el número de pasos, así que cada poder sea justo el número de veces que la acción ha sido duplicada (donde el 2 representa una duplicación de la unidad de pasos). El 2 duplicado es 4. 4 duplicado es 8, el cual es congruente a 1 módulo 7. Duplicar 1 nos trae de vuelta  al 2,  el cual completa el ciclo del  2.

[Animación duplicando]


Has lo mismo para el 3. Este ciclo, en el cual el número de pasos se triplica cada vez, tocará todos los residuos. Has lo mismo con el resto de los residuos del módulo 7, así dibuja el ciclo de 2 sobre el ciclo módulo 17. Este se repite después de coincidir solo con la mitad de los residuos (sin contar el punto que representa al módulo mismo), tal como en el módulo 7. El ciclo con poderes 3 toca todos los residuos, como con el módulo 7. Ahora , haz el resto. Los ciclos de todas las raíces primitivas siempre van a tocar cada residuo, mientras que los otros no lo harán.

[Animaciones de algunos ciclos de círculos]


Ahora, analicemos más  de cerca los cuadrados de los residuos. Tal como en las tablas de los poderes, sólo la mitad de los residuos van a ser residuos cuadráticos. Pon pequeños cuadros alrededor de ellos.
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Cuando lo observamos geométricamente, es obvio que hay un patrón de los residuos cuadráticos. Para el módulo 17, todos los residuos cuadráticos que se encuentran en la mitad superior del círculo tienen residuos cuadráticos correspondiente directamente a los del otro lado del diámetro. Son simétricos con el otro lado del diámetro. Por otro lado, los residuos cuadráticos en la mitad superior del círculo del módulo 7 siempre tienen residuos no-cuadráticos correspondientes al otro lado del diámetro. Son asimétricos. Una propiedad especial  que resalta inmediatamente es que, dado que 1 siempre es un residuo cuadrático, no importa cual sea el módulo, -1 es un residuo cuadrático solo en aquellos módulos que son simétricos, pero nunca en aquellos módulos que son asimétricos.

[Animaciones de simetría en 17 y 7]

   Trata esto con los módulos 5 y 19.

[Animaciones de simetría en 5 y 19]


Ahora podemos empezar a clasificar nuestro campo finito del número de acuerdo a qué módulos número primo son simétricos, y cuales son asimétricos. Los módulos  simétricos que tenemos hasta a este punto son 5 y 17, y los asimétricos son 7 y 19. Beneficiará al lector construir los círculos módulo para todos los módulos número primos hasta el 100, para recopilar los dos tipos. Para mayor conveniencia, aquí esta una tabla.

Simétrico        Asimétrico 
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 ¿Te es familiar esta tabla?  Los módulos simétricos son siempre nuestros números  4n + 1, mientras los módulos asimétricos son siempre los números 4n + 3.  Por lo tanto, -1 siempre es un residuo cuadrático de aquellos números cuyos residuos cuadráticos son simétricos al otro lado del diámetro, los cuales siempre serán números 4n + 1. Nunca será un residuo cuadrático de números asimétricos 4n + 3. Como  fue ignorado por Euler, -1 es un residuo cuadrático de los números  4n + 1, no a causa de alguna prueba lógica elaborada, sino a causa de la cualidad geométrica de tales números. Otra forma de ver esto es, dado que los residuos en la mitad inferior del círculo  son congruentes a los negativos de los números en la mitad superior, el negativo de un residuo cuadrático, será, en sí, un residuo cuadrático sólo si –1 es también un residuo cuadrático. Entonces, entre los módulos 4n + 1, -1 funciona como un número cuadrado, mientras entre los módulos 4n + 3, no lo hace. Así, ¿cuales residuos son iguales a la raíz cuadrada de –1?


Nota que, en el módulo 17, -1≡16, cuya raíz cuadrada es 4, también es un cuadrado. Gauss después lo llamó –1, cuando visto desde el punto de vista del módulo 17, es un residuo bicuadrático, porque es congruente al cuadrado de un cuadrado.
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En este punto es altamente posible que Gauss viera algo mucho más profundo en esta coincidencia de resultados experimentales espectaculares. En nuestras investigaciones en el campo de los números hasta este punto, hemos considerado esto como meramente capaz de aumentar o disminuir. Así, desde un número dado, solamente podemos ir hacia arriba o hacia abajo. Nos introducimos en los números negativos cuando nos vamos bastante hacia abajo, y  seguimos– ellos representan la dirección opuesta de aumentar. Tal como el estudiante de Gauss, Bernhard Riemann  caracterizó  esto casi sesenta años después, la medición numérica simple involucra sólo un modo de determinación. El módulo circular de Gauss representa así  un modo de determinación, ya sea en dirección a las manecillas del reloj o en contra de las manecillas del reloj. Nunca puedes dejar el círculo. Pero, en su Segundo Tratado sobre Residuos Bicuadraticos de 1831, Gauss demuestra que los módulos simétricos, por virtud de tener –1 como un residuo cuadrático, no están limitados por sólo un modo de determinación, si no por dos.
 Dejaremos esta hipótesis para mas tarde, después de que veamos exactamente lo que Gauss se sentía obligado a investigar, en el despertar de su discernimiento sobre  la naturaleza de  √ -1.
Traducido por Hugo Cervantes Ahumada 







� Esto es del prefacio de Disquisitiones Arithmeticae de Gauss. Los resultados de esta intensa investigación  forman la primera mitad del libro.





� De octubre 19 de 1795





� O, quizá ¿es este un ordenamiento mas exacto de los números? 


� Una vez que Gauss decidió hacer una lista de fracciones desde ½  hasta mas de  1/820, con sus valores decimales en orden para probar que cada decimal se repite después de un número de dígitos iguales o menores que el denominador de la fracción. Por ejemplo, 1/7 =0.142874571428..., y 1/23 =0.043478260869565217391304347826087....











�Gauss introdujo tácitamente  este concepto ya desde 1799 en su disertación del Teorema Fundamental del Algebra.
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