Reciprocidad Cuadrática

7 de Marzo del 2008.

Gauss mintió, casi.


En sus Disquisitiones Arithmeticae, Gauss proporcionó una prueba de la Reciprocidad Cuadrática –en verdad, proporcionó dos. Como lo indicó, fue la primera prueba en publicarse. La naturaleza de la prueba matemática está en alguna forma mistificada en la actualidad, en parte debido a como Gauss presentó sus pruebas. La manera en que Gauss descubrió esos principios, que publicó en todos sus trabajos, no es la misma a como los explica. Estaba muy preocupado en 1). No revelar su verdadero método de trabajo científico, el Kepleriano y 2). Asegurarse que lo que descubrió estuviera protegido a prueba de balas y en contra de todos los francotiradores posibles de una comunidad científica dominada por el Fascismo Británico. Era políticamente peligroso anunciar avances radicales en ciencia cuyo descubrimiento necesitara métodos que difirieran del empirismo puro de Euler, Lagrange y Laplace. Por lo tanto, ya que no podía mantener en secreto todos sus descubrimientos sin volverse loco, la única defensa de Gauss fue presentarlos como resultados de pruebas matemáticamente lógicas.

Una prueba no es un descubrimiento. Tampoco una prueba es  prueba de que el descubrimiento realizado es realmente un principio verdadero y validado que sea eficiente en el universo del Creador. El método de descubrimiento, en sí, es una prueba que incluye la referencia a un experimento cuyo éxito depende de la existencia de ese principio del universo. Lo que Gauss presentó a su audiencia científica fue, por lo tanto, una cortina de humo, la cual, con mucha frecuencia, las más de las veces no incluía o el experimento crucial, o la descripción de cómo Gauss había descubierto eso que estaba presentando como prueba. Por ejemplo, Gauss reconoció la validez del principio de Reciprocidad Cuadrática antes de completar su primera prueba en 1796. Sin embargo, su prueba no refleja el método que utilizó para descubrir eso que estaba validando. ¡Esto también es verdad para sus 7 siguientes pruebas del mismo teorema! En la introducción a su tercera prueba a lo sumo, dice:

Los asuntos de la aritmética superior frecuentemente presentan una característica notable que raramente aparece en un análisis más general,  e incrementa la belleza del asunto tratado. Mientras las investigaciones analíticas dirigen al descubrimiento de nuevas verdades sólo después de que los principios fundamentales del asunto (los cuales en un cierto grado abren el camino a esas verdades) han sido completamente dominados; por el contrario en aritmética los teoremas más elegantes frecuentemente surgen experimentalmente como resultado de un golpe de buena suerte mas o menos inesperado, mientras sus pruebas yacen tan profundamente en la oscuridad que eluden todo intento y derrotan las mas agudas indagaciones...  

El teorema que hemos llamado en la sec. 4 de las Disiquisitiones Arithmeticae, Teorema Fundamental, porque contiene en si mismo toda la teoría de residuos cuadráticos, manteniendo una posición prominente entre los asuntos de los cuales hemos hablado...descubrí este teorema independientemente en 1795 en un tiempo cuando era totalmente ignorante de lo que había sido alcanzado en aritmética superior, y consecuentemente no tenía la mas mínima ayuda de la literatura sobre el asunto. Por un año entero este teorema me atormentó y me absorbió un gran esfuerzo hasta que finalmente obtuve la prueba dada en la cuarta sección del trabajo antes mencionado.       

Con el método para proporcionar pruebas de Gauss, en lugar de una descripción de su método, un verdadero científico tiene que flanquear el problema. Es necesario entender como pensaba Gauss en función no solo de obtener capacidad de discernimiento en el trabajo de Riemann, Einstein, Vernadsky y LaRouche, sino también obtener capacidad de discernimiento en como funciona una mente verdaderamente creativa. Este entendimiento no puede venir de memorizar pruebas. Así que evitaremos las pruebas de Gauss (hasta el final), y mas bien investigaremos que es exactamente la Reciprocidad Cuadrática. Empezaremos viendo a un hombre que no comprendió su importancia: el renegado de Leonhard Euler.

Leonhard “El Renegado” Euler


Euler (1707-1783) inició su vida en la más prometedora de las circunstancias – como estudiante estrella del más cercano colaborador de Gottfried Leibniz, Johann Bernoulli. Sus primeros escritos científicos fueron sobre la construcción de curvas isocrónicas en un medio resistente, y prosiguió sobre el desarrollo del estudio de Leibniz del cálculo diferencial e integral. Ya para 1740, se hizo claro que este joven, aparente campeón de  las ideas de Leibniz, se había pasado al otro lado. Euler se mudó de su puesto en la leibniziana Academia de San Petesburgo a la leibniziana Academia de Berlín,  para ayudar a iniciar el naufragio de legado científico en Europa dejado por Leibniz.
 Euler, desde entonces participó en tomar las bellas ideas de Leibniz, una por una, y degradar su significado. 

Aunque Euler se convirtió en despreciable renegado, produjo un enorme volumen de escritos. El lector, si es observador, percibirá en ellos que Euler se estaba frustrando con el concepto de la capacidad del Hombre para descubrir la mente del Creador. En varias ocasiones, estuvo a punto de hacer descubrimientos serios e importantes, pero siempre que eso sucedía retrocedía. Por lo tanto, si su último trabajo no hubiera existido, no hubiera dificultado tanto el progreso de la ciencia.   

Esto queda más claro en los escritos de Gauss sobre aritmética. Gauss refiere en sus Disiquisitiones Arithmeticae cuales fueron las pruebas presentadas primero por Euler, al igual que por Fermat, D’ Alambert, Lagrange y Legendre. Pero, Gauss dice en la introducción de ese trabajo, que 

....Así mientras un resultado conducía a otro había completado la mayor parte de lo que se presenta en las cuatro primeras secciones de esta obra antes de entrar en contacto con trabajos similares de otros geometras....


Después comencé a considerar la publicación de los frutos de mis investigaciones. Y me dejé persuadir de no omitir ninguno de los primeros resultados, porque en ese momento no había ningún libro que pusiera juntos los trabajos de los otros geometras, dispersos como estaban dentro de los cometarios de las Academias eruditas. 

Este tipo de situación es recurrente a lo largo de los trabajos de Gauss: Gauss hace descubrimientos mayores e independientes a través de algún método “natural”, que nunca reveló, y entonces encuentra que Euler había hecho todas las matemáticas necesarias hasta llegar justo a un paso de esos descubrimientos. Claro, no debemos confundir las matemáticas con el descubrimiento real. La derivación matemática, como la que se encuentra en todos los trabajos de Euler, no es la manera en cómo una mente creativa hace descubrimientos. La derivación lógica en matemáticas se puede usar para desmentir descubrimientos, pero no prueba la validez de ningún descubrimiento. El método de Gauss, era: primero hacer el descubrimiento y después escribir un montón de derivaciones matemáticas que parecieran corroborar el descubrimiento. El de Euler era exactamente el contrario, y desperdiciaba su tiempo haciendo derivaciones matemáticas, esperando que la mente del Creador se le revelaría mediante esa ardua tarea. Quedó ciego de un ojo haciendo ese tipo de cálculos.


Después de que presenta la primera prueba al teorema fundamental de la aritmética modular, la Ley de Reciprocidad Cuadrática, Gauss hace referencia a este problema exactamente.

El teorema fundamental debe ser considerado como uno de los mas elegantes de este genero. Nadie lo ha presentado hasta ahora en la forma tan simple como está enunciado arriba. Esto es aún más sorprendente dado que Euler ya conocía otras proposiciones fundamentadas que dependen de él y de las cuales hubiera podido deducirse fácilmente el teorema. . . Pero todos sus esfuerzos para hallar una demostración fueron vanos, y solo tuvo éxito en darle un alto grado de veracidad a lo que había descubierto por inducción.


Gauss entonces da varios ejemplos del trabajo de Euler en esta dirección, y después, los intentos vanos del seguidor de Euler, “El Gran Volcán de las Ciencias Matemáticas” de Napoleón Bonaparte, Joseph Louis Lagrange.

Indaguemos más profundo en la historia de la aritmética para ver lo que realmente significa hacer un descubrimiento, en lugar de jugar con tus matemáticas.

Aritmética Pitagórica


En la escuela todos aprendemos el teorema de Pitágoras: a2 + b2 = c2, donde c es la longitud de la hipotenusa de un triangulo cuyos otros lados, a y b, forman un ángulo recto. 
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Dado un triángulo y dos de los lados, el estudiante es confrontado con el problema de calcular la longitud del otro lado usando esa fórmula. Lo que se pasa por alto, es un discernimiento más profundo de la naturaleza del espacio, a lo cual apunta el descubrimiento de Pitágoras.


Dibuja un triángulo recto con una hipotenusa de longitud 5 centímetros. Después, dibuja un triángulo recto diferente, pero con la misma hipotenusa. ¿Cómo se relacionan las longitudes de los lados de los dos triángulos? Dibuja ahora otro triángulo recto con la misma hipotenusa. Lo que vemos es que las longitudes de cada uno de los dos lados (catetos) está limitada por la longitud de la hipotenusa. Así,  si una de las longitudes de los lados es casi tan larga como la hipotenusa, el otro lado será muy, muy pequeño, y viceversa. Esto puede ilustrarse usando un círculo.
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[Animación: Rotación del radio del circulo, con senos y cosenos]

Vemos que la hipotenusa es realmente lo que conecta el centro a la circunferencia del círculo, y los otros dos lados son las distancias del final de la hipotenusa a las líneas horizontal y vertical dibujadas a partir del centro. Las longitudes de estos lados, el seno y el coseno, pasan continuamente por todas las longitudes posibles entre 0 y 5 centímetros. Ahora dibuja otros cuatro triángulos con una hipotenusa de 5 cm., con un lado siendo sucesivamente: 1 cm., 2 cm., 3 cm., 4 cm. Le llamaremos a este lado a.
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Para el primer triángulo, en que a = 1¸ ¿Qué tan largo es el otro lado (que llamaremos b)? Obviamente es menor que 5. Usando nuestro siempre confiable teorema de Pitágoras (que ya todos hemos probado, ¿verdad?), debemos encontrar algún número cuyo cuadrado, cuando se sume a 12 = 1 sea igual a 52 = 25. En otras palabras, 25 - 1= 24 es el cuadrado de la longitud de ese lado. Ahora sacaremos nuestra siempre confiable calculadora y calcularemos √24, que es aproximadamente 4.8989795… (Claro, a Pitágoras no le hubiera gustado esto, pero dejémoslo así).


¿Cuál es la longitud de b cuando a = 2? El cuadrado de b tendrá que ser 25-4=21 o aproximadamente b = 4.5825757... Dependiendo de que tipo de calculadora digital estés usando tendrás más o menos números después del punto decimal, ya que continúan surgiendo tanto como quieras calcularlos
. ¿Asumiremos, que uno de los lados tendrá siempre infinitos decimales? Intentemos con uno más, a =3. ¡Ah! Ahora tenemos 25 – 9 = 16 que es un número cuadrado. Este triángulo es lo que llamamos el triángulo 3-4-5.


Dado que los lados del triángulo rectángulo con una hipotenusa 5 pueden ser cualquier longitud entre 0 y 5, el triángulo 3-4-5 es realmente un caso especial dentro de un continuum de posibilidades. Hemos elegido un instante en un cambio continuo, representado por la animación del círculo de arriba. En este sentido, la longitud 5 tiene una propiedad especial. El lector encontrará que no todas las hipotenusas de número entero tienen la propiedad de estar en un triángulo rectángulo con dos lados que sean números enteros.


Estos casos especiales han sido llamados desde entonces Ternas Pitagóricas, por el énfasis que el mismo Pitágoras ponía en ellos. ¿Cuántos conjuntos de Ternas Pitagóricas existen? Hay un triángulo 3-4-5, y todos sus múltiplos, tales como el triángulo 6-8-10. Pero, estos triángulos son todos similares entre sí. Otra terna pitagórica es el triángulo con longitud 8, 15 e hipotenusa  17. Aquellos números enteros que pueden ser la hipotenusa de una terna pitagórica están separados del resto de los números de contar por esta propiedad, que está relacionada a la diferencia trascendental entre el círculo y la línea recta.
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Dado que no todos los números enteros encajan en alguna terna pitagórica, ¿podemos encontrar algún método de localizar alguno de los conjuntos particulares deseados? Este es el tipo de problema que le interesó a Gauss durante toda su vida: el problema inverso.
 Mediante el trabajo experimental humano se puede hacer accesible un número de singularidades seleccionadas de algún proceso continuo. Sólo la mente humana es capaz de conjeturar cómo debe ser el dominio continuo que generaría esas singularidades. Si una persona descubre la naturaleza de ese dominio continuo –ese principio físico universal –aplicaría este conocimiento para generar cualquier singularidad que desee. De esta manera, él ha ganado un poder.


Pitágoras encontró un conjunto de números enteros que pueden construir un triángulo recto. Toma algún número cuadrado non, como 49, cuya raíz es 7  (¿Puedes probar que cualquier número non tiene un cuadrado non?). Sustrae 1 de este cuadrado, y divídelo a la mitad, dejando tres piezas: 1, 24, 24. Ahora, acomoda estos números en un gnomon o una forma de “L”, con el uno en la intersección como en la animación abajo [ver animación de la construcción de Pitágoras de la terna pitagórica] Ahora, el gnomon esta rodeando otra forma cuadrada, cuyo lado tiene una longitud de 24. Así hemos construido dos nuevos cuadrados, de longitudes de lado 24 y 25. Por lo tanto, tenemos tres longitudes que podrían construir un triángulo rectángulo, 72 + 242 = 252. El lector deberá imaginarse como iniciar con un cuadrado par en lugar de uno non.

Interludio sobre Fermat


El nombre de Pierre de Fermat aparece regularmente en las Disquisitiones Arithmeticae. En ese libro Gauss cita a Fermat como el creador de los teoremas más bellos, y entonces usualmente dice que Euler o trató de probarlos o los probó. Uno de los más importantes teoremas esta relacionado con nuestro desarrollo de la Terna Pitagórica, y la curiosa relación entre números cuadrados y los primos.


Como vimos antes, la suma de dos números cuadrados no necesariamente tiene que ser un número cuadrado, aunque hay casos especiales de esto, tales como 32+42 = 52. La mayoría de las veces, cuando sumamos dos números cuadrados, tenemos un número que no es cuadrado, tal como 32+52=9+25=34, que es 2 menos que el cuadrado más próximo. 34 mismo es un número compuesto, factorizado en 17 ∙ 2. Desarrollemos la suma de todos los pares de números cuadrados hasta 100.

Suma de Cuadrados
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Entre estos números, sólo encontramos uno que es un verdadero número cuadrado, 25. Los otros son o números compuestos o números primos. Juntemos los números primos.
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El lector reconocerá que cada uno de estos no solo son números 4n+1, sino que son todos los números 4n+1 menores que 200.
 En otras palabras, aquellos números primos que serían parte de una Terna Pitagórica, siendo números cuadrados, ¡son esos primos que tienen a -1 como residuo cuadrático! Fermat declaró haber probado que todos los números primos de la forma 4n+1 son la suma de dos cuadrados, y que el resto de los números primos no lo son. Por lo tanto, tenemos otro discernimiento geométrico de estos primos:

Todos los primos 4n+1 realizan la misma función como el cuadrado de la hipotenusa de un triángulo pitagórico, y también causan que -1 funcione como un tipo especial de número cuadrado.


Tal vez no son números primos del todo, sino que son un tipo de número cuadrado, para el cual el concepto mismo de número debe ser ampliado. Esto tendrá implicaciones profundas más adelante, cuando veamos el tratamiento de Gauss sobre Residuos Bicuadráticos, pero esto es suficiente como una base para el principio de Reciprocidad Cuadrática.

Reciprocidad


Gauss inicia su discusión sobre Reciprocidad Cuadrática aplicando tácitamente su método de inversión: Es relativamente simple calcular todos los residuos cuadráticos de un módulo dado, pero encontrar todos los módulos para los cuales un número dado es un residuo cuadrático, es mucho más difícil. ¿Cuál es el principio que determina la distribución de residuos cuadráticos entre los módulos?


Ya hemos contestado esta pregunta para el caso de -1. -1 es siempre un residuo cuadrático de los números primos de la forma 4n +1, y nunca para números primos de la forma 4n+3. Hemos visto algunas pistas geométricas de por qué este es el caso, aunque Gauss presenta una prueba simplemente matemática de esto. Esto también tiene una implicación general para nuestro problema aquí. Si un número r es un residuo cuadrático de un módulo primo de la forma 4n+1, entonces dado que -1 ya es un residuo cuadrático, -r también será un residuo cuadrático, vimos antes que esto causaba que el círculo modular sería simétrico alrededor del diámetro.


¿Qué me dices de 2? Si ves tus círculos modulares, o tu tabla de residuo de poderes, verás que los primos menores que 100 tiene 2 como un residuo cuadrático, es decir: 7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 89 y 97. Los otros primos también tienen a dos como un no-residuo cuadrático. Algunos de estos son de la forma 4n+1 pero algunos son de la forma 4n+3. -2 es un residuo cuadrático de 3, 17, 11, 19, 41, 43, 59, 67, 73, 83, 89, 97. Estos también contienen ambas formas de primos.


En este punto, Gauss empieza a introducir otras formas para los números primos. Para los números, 4n+1 y 4n+3 podemos restringir n a solo aquellos valores que sean par, o igual a 2 veces algún otro número n = 2m. Ahora nuestros números 4n+1 devendrán en 4∙2m+1 = 8m+1 y nuestro números 4n+3 devendrán en 4∙2m+3 = 8m+3. Si restringimos n a tan solo números non o n = 2m+1 entonces 4n+1 devendrá en 4∙(2m+1) + 1 = (8m+4) +1 = 8m+5, y 4n+3 devendrá en 4∙(2m+1)+3 = (8m+4)+3 = 8m+7. Podemos distribuir todos lo números primos dentro de estas cuatro clases.
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Regresando ahora a 2 y -2, vemos que 2 es siempre un residuo cuadrático de los módulos número primo de las formas 8m+1 y 8m+7. Dado que los números 8m+1 son también números 4m+1 (que siempre tienen -1 como un residuo cuadrático), -2 será siempre también un residuo cuadrático de estos módulos, pero será un no-residuo cuadrático de aquellos primos de la forma 8m+7. Y dado que 2 es un no-residuo cuadrático de primos de las formas 8m+3 y 8m+5, -2 será un residuo cuadrático de números 8m+3 (porque -1 es un no residuo cuadrático de números 8m+3), pero un no-residuo cuadrático de la forma 8m+5


 Gauss continúa investigando los números 3 y -3. 3 es un residuo cuadrático de 3, 11, 13, 23, 37, 47, 59, 61, 71, 73, 83 y 97. -3 es un residuo cuadrático de 3, 7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97. Nota que ambos son residuos cuadráticos de 3, que es igual a 4∙0+3, lo que es una anomalía. Gauss genera aún más formas de números (12n+5, 12n+7, 12n+11), así presenta un primer descubrimiento de algo asombroso: -3 siempre es un residuo cuadrático de números primos que son en sí mismos residuos cuadráticos de +3. Por ejemplo, 7 es un residuo cuadrático de 3, y -3 es congruente a 4 (mod 7), el cual es, obviamente, un residuo cuadrático. Nuestro círculo de módulo 3 mostrará que solo aquellos números congruentes a 1 módulo 3 serán residuos cuadráticos los cuales son todos iguales a 3n+1 para alguna n (no incluyendo 3 mismo). En otras palabras, todo número primo de la forma 3n+1 tiene a -3 como un residuo cuadrático, y si son también de la forma 4n+1, entonces +3 es también un residuo cuadrático. Por otra parte, si los números 3n+1 son también un número 4n+3 entonces, +3 no es un residuo cuadrático. Esto está completo.


Para 5 y -5 el lector puede consultar su propia tabla. También existe aquí una relación elegante: +5 es un residuo cuadrático de todo número primo que también es residuo cuadrático de +5. Una relación similar existe entre 7 y -7: -7 es un residuo cuadrático de todo primo que es residuo cuadrático de +7, y es un no-residuo cuadrático de todo primo no-residuo cuadrático de +7.


En este punto, Gauss detiene su investigación inductiva y empieza a construir un principio general. Sea a y a’ dos números de la forma 4n+1 y sean b y b’ números de la forma 4n+3. Si a es un residuo cuadrático de a’, entonces escribiremos aRa’, y si a es un no-residuo cuadrático de a,’ escribiremos aNa’. Vemos que cuando aNa’ (o, lo que es lo mismo, –aNa’), entonces a’Na y -a’Na. Cuando +aRb, entonces –aNb (por anti-simetría), pero ambos +bRa y –bRa. A la inversa, cuando ambos +bNa y –bNa,  entonces +aNb y –aRb. Cuando +bRb’ (-bNb’), entonces +b’Rb (-b’Nb). Si observas las relaciones entre mas módulos, verás que hemos encontrado lo que parece ser siempre el caso.


Al complejo de estas relaciones recíprocas es lo que Gauss llamó el Teorema Fundamental, “dado que casi todo lo que se puede decir sobre residuos cuadráticos depende de este teorema”
. Esto se conoce hoy como el Principio de Reciprocidad Cuadrática. Con un poco de deducción, ahora se pueden determinar todas las relaciones reciprocas. Aquí está la tabla de relaciones de Gauss:
          si                               tenemos
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Veamos algunos ejemplos, porque esto es algo confuso. Los residuos cuadráticos de 17 son 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15 y16. Si queremos encontrar que números primos de 1 a 100 tienen a 17 como residuo cuadrático –esto es el problema inverso de Gauss. 17 = 4∙4 +1, así que sabemos, de acuerdo a la ley de la Reciprocidad Cuadrática, que sería un residuo cuadrático de sólo aquellos números que 1) son = 4n+1 y son residuos cuadráticos de 17, y 2) son = 4n+3 y son no residuos cuadráticos de 17.


Los números primos que son residuos cuadráticos de 17 son: 13, 19, 43, 47, 53, 59, 67, 83 y 89. Los primos que son no-residuos cuadráticos son: 3, 5, 7, 11, 23, 29, 31, 37, 41, 61, 71, 73, 79 y 97. Los organizaremos de acuerdo a si son números 4n+1 o 4n+3:
Módulo 17

    Residuo              No Residuo
Cuadrático            Cuadrático
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De acuerdo a la reciprocidad cuadrática, 17 = 4∙4+1 es un residuo cuadrático de todos sus residuos cuadráticos. Por lo tanto, en el módulo 13, 17 es congruente a 4 que es un número cuadrado. En el módulo 43, 17 es congruente a 192=361.


17 se supone que es un no-residuo cuadrático para todos sus no-residuos cuadráticos. En el módulo 5, 17 es congruente a 2, el cual es un no-residuo cuadrático, y en el módulo 7, 17 es congruente a 3 que también es un no-residuo cuadrático. El lector debería revisar el resto de ellos.


De esta forma, 17 es un residuo cuadrático de todos sus residuos cuadráticos y un no-residuo cuadrático de todos sus no-residuos cuadráticos. ¡Muy simple! Esto también nos dice cuando -17 es un residuo cuadrático a partir de la diferencia entre los números 4n+1 y los números 4n+3. -17 seguirá siendo un residuo cuadrático para todos aquellos residuos cuadráticos de 17 de la forma 4n+1, pero devendrá un no residuo cuadrático de los residuos cuadráticos 4n +3 de 17, debido a la anti-simetría. Así, en el módulo 13 (un residuo cuadrático 4n+1 de 17), -17 es congruente a 9, un cuadrado. Pero en el módulo 19 (un residuo cuadrático 4n+3 de 17), es congruente a -2 que es un no residuo cuadrático, dado que 2 es un residuo cuadrático de 19 y -1 no lo es.


-17 también sería un no-residuo cuadrático de los no-residuos cuadráticos 4n+1 de 17, y un residuo cuadrático de los no-residuos cuadráticos 4n+3. El lector deberá tratar estos casos.


Ahora, un número 4n+3, de acuerdo a la Reciprocidad Cuadrática, sería el mismo carácter como sus residuos 4n+1, pero opuesto al carácter de sus residuos 4n+3.  Los primos que son residuos cuadráticos de 19, son 5, 7, 11, 17, 23, 43, 47, 61, 73 y 83. Aquí esta una tabla para 19 = 4∙4+3:

Módulo 19

Residuos           No residuos

Cuadráticos         Cuadráticos
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De sus residuos cuadráticos 4n+1, 19 también debería ser un residuo cuadrático. Esto es verdad para el módulo 5, donde 19 es congruente a 4, y también para el módulo 17, donde 19 es congruente a 36 = 62. 19 sería entonces un no residuo cuadrático de todos sus residuos cuadráticos 4n+3. Así, para el módulo 7, 19 es congruente a 5, que de hecho es un no residuo cuadrático de 7.


De sus no residuos cuadráticos 4n+1, 19 también sería un no residuo cuadrático.  El lector puede revisar esto, porque más interesantes son los no residuos cuadráticos 4n+3, los que cada uno deberían tener a 19 como residuo cuadrático. Esto es verdad para 31, donde 19 es congruente a 92=81


Este principio tan elaboradamente complejo fue denominado por Gauss en sus escritos personales el Teorema Áureo. Los principios del universo raramente se pueden enunciar de manera tan simple, aunque siempre son eficientes.

Las Pruebas de Gauss


El que Gauss haya probado este teorema, no es tan importante como ¿por qué Gauss apreciaba tanto este teorema áureo que necesitó probarlo ocho veces?. Y ¿por qué otros, como Euler, no le dieron tal importancia?. ¡Por que Gauss buscaba experimentalmente principios que gobiernan la organización del universo!


Un acertijo más para el lector curioso: En mayo de 1801, Gauss anotó esto en su diario: 

Un quinto método para probar el Teorema Fundamental, con la ayuda de un teorema muy elegante de la teoría de la división del círculo, se ha presentado de esta forma:
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Donde a ° 0 1 2 3 (mod. 4)

Substituyendo por n todos los números desde  0 hasta a -1.
El siguiente apunte (mediados de Septiembre de 1801) establece:
Un nuevo método, bastante simple y muy conveniente para investigar los elementos de los movimientos orbitales de los cuerpos celestes.

Aplica inmediatamente ese “método muy conveniente” para la determinación de la órbita de Ceres.


El “teorema muy elegante” referido anteriormente, se encuentra al final de las Disquisitiones Aritmethicae de Gauss. Toma uno de nuestros círculos modulares,

como el que es para 17, y dibuja un diámetro a través del punto 0. Rota un radio hasta el primer residuo cuadrático, 1, y dibuja su seno. Haz esto para todos los residuos cuadráticos. Tu círculo se debe ver como este:

[Animación de 17 CON LOS SENOS DIBUJADOS]

 [ANIMACIÓN DE DUPLICACIÓN DE ÁNGULO]


Toma todos esos ángulos y dóblalos, dibujando sus senos como has hecho. Lo que encontrarás es: si 2 es un residuo cuadrático, entonces todos estos nuevos ángulos coincidirán con los ángulos que ya dibujamos, pero si 2 es un no residuo cuadrático, los nuevos ángulos no coincidirán con ninguno de los dibujados. En otras palabras todos  coincidirán con los no-residuos cuadráticos. Por otro lado, si empezamos con ángulos trazados para no-residuos cuadráticos, y los doblamos, los ángulos resultantes permanecerán en los no-residuos cuadráticos si 2 es un residuo cuadrático, pero devendrán residuos cuadráticos si 2 es un no-residuo cuadrático.


Ahora, trata triplicando, o cuadruplicando los ángulos. Si tus ángulos residuos cuadráticos permanecen residuos cuadráticos, o devienen en no-residuos cuadráticos, depende de si el factor multiplicativo es un residuo cuadrático de tu módulo, o no.


Ahora, toma todos los senos de tus residuos cuadráticos y suma todas sus longitudes. Si tu módulo es un número 4n+1, la suma será 0, dado que el círculo es simétrico. ¿Pero qué sucede si el módulo es 4n+3? Suma también los senos de los no-residuos cuadráticos, también. Si tu módulo es 4n+3, encontrarás sorprendido que sus sumas son opuestas unas de otras. De hecho, ¡ambas serán exactamente la mitad de la raíz cuadrada del módulo mismo! Por lo tanto, la diferencia entre las dos sumas será exactamente la raíz cuadrada del módulo.


Veamos los cosenos. En el módulo 4n+3, la suma de los cosenos de los residuos cuadráticos será exactamente -1/2, en tanto será la suma de los cosenos de los no-residuos cuadráticos. En un módulo 4n+1, encontramos la muy notable propiedad de que, si se encuentran las sumas de los cosenos de los residuos cuadráticos y de los cosenos de los no-residuos cuadráticos, la diferencia entre ellas es también igual a la raíz cuadrada del módulo.


Ahora, veamos en aquellas diferencias que dan exactamente la raíz cuadrada del módulo. Si todos los ángulos son multiplicados por algún número, k, esa raíz cuadrada devendrá negativa cuando k sea no-residuo cuadrático del módulo, de lo contrario, se mantendrá positiva.


Gauss utilizó esta elegante relación entre las funciones trascendentales del círculo y los residuos cuadráticos, con el fin de dar su quinta prueba para la validación del principio de reciprocidad cuadrática. ¿Así fue cómo lo descubrió? No. Pero esto nos da cierto discernimiento de cómo estaba trabajando su mente.


En su The State of our Union: The End of our Delusion!, Lyndon LaRouche se refirió al énfasis de Gauss sobre el principio de Reciprocidad Cuadrática:
Todas las matemáticas consistentes como tales, obviamente reflejan presunciones ontológicas axiomáticas subyacentes que, aunque los matemáticos “puros” puedan intentar esconderlas con escándalo, son “secreciones” enraizadas en la geometría física inherentes en los procesos de la mente humana individual pensante.

…[Es] obvio para mí que el fundamento real de la discusión de Gauss de la extraordinaria expresión de la reciprocidad cuadrática refleja la realidad implícita de que las asunciones de la aritmética no son puras, sino, como muchos hemos insistido por generaciones, yacen en últimas en los dominios de la geometría física de la biología y la metabiología del funcionamiento de la mente humana


Lo más cercano que estuvo Gauss de explicar cómo hizo el descubrimiento de la Reciprocidad Cuadrática fue enunciado al principio. El método en sí no es secreto, si tan solo se estudiara a Johannes Kepler. El científico sabe que el universo fue creado por un ser inteligente, que nos creó a su imagen y, por lo tanto, busca aquellos principios elementales, más no simples, que gobiernan la creación.


¿Qué dices de la diferencia entre los primos de la forma 4n+1 y de la forma 4n+3? Gauss encontró que, realmente, los primos 4n+1, dada su relación con -1 y las Ternas Pitagóricas, no son realmente primos, sino representaciones del Dominio Complejo. Esta investigación puede esperar hasta las discusiones sobre el trabajo de Gauss de Residuos Bicuadráticos.

Traducido por Hugo Cervantes Ahumada 
� Ver articulo de David Shavin,


� Disquisitiones Arithmeticae § 151





� Es decir, mientras más dígitos tenga tu calculadora, más larga será la hipotenusa


� Es por esto que Lyndon LaRouche una vez bromeó con sus amigos que ya que 5 es uno de estos números especiales es por lo tanto un número irracional.


� Gauss lo llamó “Análisis indefinido”





� Nota que 25 es también un número 4n+1


� Disquisiciones Aritméticas, p. 88


� The State of our Union: The End of our Delusion!, Lyndon H. LaRouche, Jr., p. 81, LaRouche PAC, 2007
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