El Círculo Complejo
Por Liona Fan Chiang


Hacia la conclusión del primer tratado sobre residuos bicuadráticos, Gauss llega a una representación algebraica de números primos específicos en la forma  p = a2 + b2 
, y concluye que esos primos particulares, y por lo tanto sus módulos, son representables en el plano complejo como relaciones entre dos números complejos, (a + ib) y (a – ib). Sin embargo, ¿es la capacidad para expresar números primos de la forma 4n + 1 en la forma algebraica p= a2+ b2, y por lo tanto p = (a + ib)(a – ib), un prerrequisito necesario para la demostración de que esos números son representables en el plano complejo? 
. O ¿es que la naturaleza misma de los módulos y el número presupone la capacidad para investigar sus relaciones en el plano complejo? Es decir, ¿es el plano complejo un concepto requerido para la generación de esos números?

La respuesta a esta pregunta es otra pregunta: ¿qué define a un número?


El número 1 fue extensamente investigado por Nicolás de Cusa y otros, de tal manera que si se  pregunta “¿Qué es 1?” la respuesta podría ser “1 es unidad”, o “1 es el primer número” etc. Si, en este contexto, pregunto, “¿Que es 2?”, la respuesta podría ser “2 es muchos” o “2 es el doble de la unidad”.

Sin embargo, ¿qué si primero presento una serie?:

1, 2, 3, 4, 5, ….

y entonces pregunto, “¿Qué es 2?” ¿Cuál sería la respuesta entonces? Uno podría decir, “2 es el segundo de los números de contar.”
¿Qué si lo hago de nuevo después de esta serie?

2, 4, 6, 8, 10,……

    
“2 es el primero de los números pares.”
Alternativamente, ¿Qué si 2 fuera primero presentado en la siguiente progresión? :
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¡Que tipo de número es este número 2 en este caso?

¿Es este número 2 el mismo que los que aparecen en la siguiente progresión?

1: 2 : 2 : 4
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En cada uno de los casos de arriba, el número 2 no cambia su “vestuario” o apariencia. El número consistentemente parece ser el mismo, y se pronuncia de la misma forma: “dos”. Sin embargo, la respuesta a la misma pregunta producirá resultados totalmente diferentes. Por ejemplo, en los dos últimos casos, 2 se presenta primero como un número cuadrado, a saber 2= √22, después de lo cual, se convierte en una raíz cuadrada, o una línea. Si esos dos 2 fueran el mismo, ¿no tendríamos que admitir que un cuadrado es lo mismo que una línea? Por lo tanto, una investigación del número, o aun de un número cualquiera, siempre requiere una investigación inicial del proceso que genera al número; lo cual, a su vez, demanda otra pregunta: ¿Qué principios conforman al dominio en el que se genera el proceso que, a su vez, genera al número?  
¿Qué papel juega 2 en un módulo de 5?


Si el lector no lo ha hecho, juega con el módulo 5 hasta que algunas de sus propiedades te sean íntimamente familiares. Suma los residuos, multiplícalos, suma números congruentes etc. 
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Módulo 5


Por ejemplo, aquí están las propiedades multiplicativas del módulo 5:
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Después de cada residuo están pares de factores, los que, cuando se multiplican, resultan en un producto que es congruente a los residuos correspondientes 

En la investigación del módulo, las características del módulo no se pueden conocer simplemente mirando a los números mismos, sino más bien, para conocer la personalidad del módulo y sus residuos, debes primero investigar las relaciones o proporciones que tienen los residuos unos con otros, en el contexto de sus respectivas relaciones a 5, es decir, la primera investigación es de proporciones entre proporciones, como fue establecido por Gauss en 1809:

“La representación general de las cosas, cuando cada una solo tienen una proporción de desigualdad a dos [cosas ], son puntos en una línea. Si un punto puede tener una proporción a mas de dos, entonces la forma de eso es la posición de puntos sobre una superficie, la cual está limitada por líneas. Sin embargo, de ser posible una investigación aquí, entonces ésta solo puede aplicarse al punto, el cual está en una relación reciproca a tres y donde existe una proporción entre proporción.”
Cuestiones sobre la Metafísica
de las Matemáticas
Gauss, Obras Completas, Vol. 10
Después de la danza inicial de las proporciones, la siguiente pregunta es: ¿cómo actúan estas proporciones para definir la característica del todo? O inversamente,  ¿cómo el todo limita y determina el potencial singular de acción de cada una sus partes?

Veamos de nuevo en las características multiplicativas mostradas arriba. Nota que la multiplicación de cada número sucesivo 1, 2, 3, 4 por 4 da los números  4, 3, 2, 1, respectivamente. Así, la multiplicación por el residuo 4, invierte el módulo completo, de tal manera que el módulo corre con las manecillas del reloj en vez de en contra las manecillas del reloj. ¿Qué tipo de acción hace el número 2 sobre el módulo?  Multiplicando cada número por 2 proyectas cada numero del módulo 5 a 2, 4, 1, 3; una secuencia que puede primero parecer a la mente que no tiene orden. Multiplicada por 3 da 3, 1, 4, 2. Aunque las series resultantes de multiplicar por 3 de nuevo parece no tener un principio ordenador, una comparación rápida entre las series generadas por la multiplicación de 2, y las generadas por la multiplicación de 3 muestran que las dos ¡son inversiones una de la otra! En general, estas relaciones se pueden resumir así:
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¿Como pueden investigarse mas fácilmente las características particulares de cada número, las cuales pueden verse por el efecto que cada número tiene sobre el módulo cuando el módulo está siendo afectado por el número? ¿Se pueden representar geométricamente las relaciones anteriores? Como se citó antes, dado que estamos tratando con relaciones de relaciones, la propuesta de Gauss es aplicar una representación plana, a la que llamó plano complejo.

Como se puede ver, las primeras tres relaciones dan cualidades de acción que se pueden proyectar fácilmente como números complejos congruentes, es decir, números que contienen el  mismo potencial de acción: El número 0 con respecto al módulo 5, toma todos los números y después de multiplicarlos, proyéctalos a cero, exactamente en la misma forma que haces el origen del plano complejo. Por lo tanto, se puede decir que 0 (mod 5) es congruente con el origen del plano complejo. En esta misma línea, 1 es congruente a la unidad; 4, invirtiendo el módulo entero, es congruente con -1. ¿Qué hay de 2 y 3? Para colocarlos, hecha un vitazo a una relación muy singular, a saber que además 1· 4 ≡ 4, ambos 2 · 2 y 3 · 3 son congruentes a 4, de ese modo satisfaciendo 2 · 2 ≡ 4 y 3 · 3 ≡ 4 o 2 · 2 ≡ -1 y 3 · 3 ≡ -1. ¿ Qué nos dice esta relación acerca de 2 y 3? 
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Ahora, checa si esta relación es adecuada, trata de llenar el resto del plano. ¿Se mantienen las propiedades aditivas?
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Pongamos esto a prueba. Si 3 es equivalente a 1+ i, entonces este satisfacería todas las propiedades multiplicativas de (1 + i), por ejemplo, (1 + i)2:
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En este caso, (1 + i)2 ≡ (1 + 2)2 ≡ 4, mientras que (1 + i)2 
es también equivalente a 2i como en este caso, 
¡dado que i≡2, ≡ 2·2≡ 4!
Haciendo esta proyección, verás un cierto patrón creciente, a saber, que existe representación en el plano, y si conectas todos los números divisibles por 5, es decir, que mod 5 = 0, verás una nueva forma geométrica, ¡la cual corresponde exactamente al módulo 5! 

Además, recuerda que la única propiedad que caracteriza los residuos 2 y 3 es la de ser opuestos y que ambos satisfacen la condición x2 = -1. Por lo tanto, sus posiciones en el plano complejo pueden ser intercambiadas, resultando en la formación de una cuadricula similar pero en espejo. 
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 Aquí se muestra la proyección “mano derecha” del módulo 5, en la que se eligió al número 2 para ser representado por +i, y 3 como –i. El resultado de esta proyección es una cuadrícula cuya unidad es 1 + 2i. ¿O, la unidad es 2 – i,    -2 +i, o -1 – 2i? Esto es, ¿qué lado de qué cuadrado es equivalente a la unidad 1 y cual a -1, i o –i?
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Es aconsejable que el lector se convierta en un co-conspirador y realice por sí mismo estas proyecciones. 


Ten en mente que dado que ambas representaciones anteriores son consistentes con las propiedades del espacio definido por el módulo 5, ambas serían proyecciones correctas del módulo 5, es decir, existen dos representaciones singulares, aunque absolutamente consistentes, de uno y el mismo módulo. 

¿Qué hay para otros módulos? ¿Esta transformacion se mantienen para otros módulos? ¿Jugarán el mismo papel los números 2 y 3 en, por ejemplo el módulo 13? Por ejemplo, ¿cuál de los 12 residuos del módulo 13, cuando es cuadrado, resulta en un número que es congruente a -1 o 12 en este caso?

Proyectando las propiedades del módulo 5 sobre el plano complejo, ya puedes ver cómo el plano complejo te da una capacidad para ver, manipular y funcionar en el dominio de las relaciones de acción, iluminando de este modo la cualidad real del intervalo representado por cada residuo en el módulo.
Finalmente, ¿dónde la línea número real interseca la unidad de longitud que limita al módulo? Como debes haber anticipado, las propiedades del módulo sobre la línea número real se mantienen a través de toda esta proyección doblemente extendida. Por ejemplo, para la representación compleja anterior del módulo 5, la línea número real marcó 1, 2, 3, 4, 0, 1, 2, …¿ Cómo se relaciona la unidad del módulo complejo, en este caso 1 + 2i, al módulo mismo, 5? 
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Intenta también esto con tu proyección del módulo 13.
Para empezar con una proyección inicial del módulo sobre el plano complejo, arribamos a 5=(1 + 2i)·(1 – 2i), o más general,  p=(a + bi)(a – bi), tal como fue derivado algebraicamente en la parte final del Primer Tratado de Residuos Bicuadráticos de 1828 de Gauss. Por lo tanto, se plantea de nuevo la pregunta: ¿Gauss realmente empezó con una derivación algebraica de la forma p = a2 + b2, de la cual concluyó que esos números pueden representarse sobre el plano, o empezó por el final? ¿Qué fue primero?. 
Traducido por Rosa Sánchez 
� Ese es el resultado hacia el final del Primer Tratado de Residuos Bicuadráticos de Gauss, publicado en 1828.


2 Si estos primos se pueden representar como p = (a + ib)(a – ib), es decir como producto de dos números, ¿se les puede llamar primos? En el campo ampliado de números doblemente extendidos, muchos números primos pierden su ¡ciudadanía como primos!


3 Ver: “Un problema científico: Recobrando el Alma de Gauss”, por Michael Kirsch-LINK








� Para investigar las propiedades elementales de los números y familiarizarte con los conceptos de “módulo”, “residuo”, “congruencia”, etc., ver la obra de Gauss que todo estudiante de secundaria debiera conocer: Disquisiciones arithmeticae. Existe versión al español de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales. Editora Guadalupe LTDA, Bogotá, Colombia. [NdT]





PAGE  
113

