Un primer vistazo al módulo complejo

Por Michael Kirsch

Después de expandir el campo de la aritmética al introducir los números complejos y definir sus propiedades, Gauss introduce el módulo complejo.


Tratamos el concepto de módulo anteriormente. Descubrimos que el carácter de cada número no es auto evidente, sino, más bien, depende de su relación con otros números, es decir, diferentes módulos. Ahora, sobre el plano de los números complejos ¿cómo encontraremos el carácter de los números complejos? En otras palabras, ¿cómo determinamos si un número es un residuo cuadrático, residuo cúbico, residuo bicuadrático , o no residuo? Como inicio de esta investigación, tomemos como ejemplo un número primo complejo 4 – i. Dado 4- i como un módulo, ¿cómo determinaremos la congruencia de otro número relativo a un módulo complejo? ¿Cómo podemos encontrar los residuos mínimos?   


Empecemos escuchando a Gauss en su Segundo Tratado de Residuos Bicuadraticos:
Gauss escribió: 

“el esquema de los números complejos es un sistema de puntos equidistantes que yacen sobre líneas rectas  equidistantes de tal forma que el plano infinito se descompone en infinitamente muchos cuadrados. Cualquier número que es divisible por un número complejo a + bi = m también  formará infinitamente muchos  cuadrados cuyos lados son iguales a √ (a2 + b2) o cuya área es igual a a2+ b2; el último cuadrado tendrá una posición inclinada respecto al anterior si ninguno de los dos números a, b son igual a cero”.

Veamos como funciona esto para 4 – i. 
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¿Cómo forman los asociados esta cuadrícula relacionada una a otra? Digamos que 4-i es el módulo. ¿Es -4+i congruente a cero? Que esto es
verdad se ve fácilmente. Toma un par diferente de asociados, digamos 1+4i y 4-i.
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Geométricamente parecería que 1 + 4i es congruente a cero, módulo 4 – i, en tanto que ambos llegan a un punto de cero, y aun estos números combinados no son igual a cero como los dos anteriores. ¿Qué hay del caso mas simple de números reales que no están a  distancias iguales de cero, como en el caso de 2 y 37 mod. 5? Este es un asunto de divisibilidad, ya que la distancia entre los dos números es un múltiplo de 5. ¿Cómo es en este caso? ¿Es 1 + 4i divisible por 4 – i.? 

Trata esto geométricamente sobre la cuadrícula. El módulo define una trayectoria dada a través de todos los otros números, y un punto de vista particular de todos ellos. Aquí, podemos pensar de los espacios creados en la nueva cuadrícula como unidades. Procediendo desde el origen, cualesquiera de los asociados puede ser considerado nuestra nueva unidad. Digamos que 1+4i es nuestra unidad. ¿A cuántas repeticiones de la unidad está 4 – i de 1 + 4i? ¿Cuál es la proporción entre las unidades? ¿Qué has encontrado? En este caso, 4 – i se considerada nuestra dirección vertical hacia abajo, semejante a -i sobre la primera cuadrícula de cuadrados “unidad uno”, así necesitamos bajar verticalmente una unidad. El módulo complejo presenta, aun en el caso mas simple de dos asociados, un problema de multiplicación compleja. 
Si ( 4 – i) (i) = 1 + 4i, entonces 1 + 4i, nuestro número, es divisible por el módulo, ¿correcto? Por lo tanto, 1 + 4i es congruente a cero módulo 4 – i. Si queremos demostrar esto aritméticamente, necesitamos hacer al denominador un número entero. En esta forma es fácil ver que (1 + 4i)(4 + i)/ (4 – i)(4 + i) = i.

Pero todavía mas, ¿son todos los puntos sobre la cuadrícula roja divisibles por alguno de los asociados? Escoge un nuevo número, digamos -3 + 5i. ¿Es este divisible por los asociados? Trata esto primero geométricamente. Si 4 – i fue nuestro módulo, ¿cuántos espacios en la cuadrícula roja necesitamos avanzar para llegar a -3 + 5i?  Después de que encuentres esto, muestra que también es aritméticamente verdadero. 
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La siguiente animación muestra al módulo 4 – i siendo multiplicado por -1 + i. 
[ANIMACION: multiplication.swf]


Intenta esto para cualquier otro número en la cuadrícula. Después de hacer esto, hemos mostrado que cualquier número que corresponde a un punto de un cuadrado es congruente a cero. Esto valida geométricamente lo que Gauss dijo antes, que “cualquier número que es divisible por un número complejo a + bi = m formará también infinitamente muchos cuadrados”. Por lo tanto, cualquier número, tal como 4 – i, y sus asociados serán todos congruentes a cero si alguno de ellos es tomado como módulo. 

¿Qué sucede con otros números que no yacen sobre los puntos de los cuadrados?


Gauss escribe: 
“Cualquier número que no es divisible con respecto al módulo m corresponderá a un punto, que yace o dentro de un cuadrado o sobre la línea que limita a dos cuadrados; sin embargo, el segundo caso solo puede ocurrir si a y b tienen un divisor común..”
¿Estos números a qué son congruentes, relativos al módulo?

Ejemplo: 6 + 2i ≡ ¿?    mod 4 - i
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Piensa sobre esto geométricamente. Recién ahora encontramos que todos los números que representaron puntos de los cuadrados de la cuadrícula roja eran congruentes a cero. Aquí, relativo a 6 + 2i de nuevo, ¿hay otra línea que se puede trazar para este punto desde un “cero” diferente? No estamos viendo un debate reciente de la campaña presidencial, pero hay muchos ceros de donde escoger. Escojamos un cero. ¿Qué te parece 9 + 2i, es decir (4 – i)( 2 + i)?
 La línea trazada desde nuestro número divisible por el módulo, 9 + 2i, es -3.
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Dado que estamos viendo en el mismo punto,

los dos números deberían ser congruentes relativos a este número.  Y bien, ¿es 6 + 2i ≡ -3 mod 9 + 2i?
Nuestra aritmética parece estar funcionando bien.


Intenta este mismo número 6 + 2i con un módulo diferente, digamos 4 – i. 
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El punto trazado de 4 –i debería ser 2 + 3i
¿Qué si nuestro módulo es 1 + 4i?  De nuevo tenemos un tercer lado del triángulo, 5 – 2i. 
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Considerando a todos los asociados, tenemos:
                                               [image: image8.png]6+2i= 5-2 mod 1+4i
6+2i= 5-2 mod —1-4i
6+2i= 243 modd—i
6+2= 243  mod —4+i






De esos dos números que son congruentes relativos al módulo, uno de ellos es menor. Esto nos lleva a una nueva pregunta. ¿Cuál es la mínima longitud posible para cualquiera de los puntos que yacen dentro de un cuadrado? Dado lo que hemos descubierto sobre esos triángulos, ahora veamos a un punto particular en el cuadrado desde el punto de vista de muchas líneas.  

Todos los números, 6 – 4i, 2 – 3i, -3 – 6i, -2 – 2i, -5 + 3i, -1 + 2i, 6i, 4 + 5i, 3 + i, 7  son congruentes uno con otro relativo a uno de los asociadas de 1 + 4i. 
¿Cuál es el residuo mínimo de 1 + 4i o de uno de sus asociados?  
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Aquí el residuo mínimo es -1 + 2i. Todos los otros números son congruentes a -1 + 2i relativo a un módulo que es o unode los 4 asociados de 1 + 4i, o algún múltiplo de él.


De esta forma, cualquier número en el plano será congruente a algún residuo mínimo el cual estará formado de uno de los puntos dentro del cuadrado. 

  
También hemos descubierto algunas cosas sobre una clase entera de triángulos.
Nota que un lado de cada uno de los triángulos es el mismo, es igual a la línea de la cuadrícula roja. Por lo tanto, en cada  triángulo, los otros dos lados son congruentes uno a otro relativo al módulo.  
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¿Cómo son todos ellos similares?

Ahora, antes de continuar, apliquemos de manera diferente lo que hemos visto acerca del módulo complejo y triángulos sobre el plano. ¿Qué de un triángulo que no tiene uno de sus lados igual a la línea de nuestra cuadrícula roja?. Veamos esos triángulos.


En todos estos triángulos, ninguno de sus lados son congruentes con nuestro módulo 4 – i y sus asociados. Esto nos lleva a un caso mas general del plano. ¿Qué lado de estos triángulos sería el módulo? ¿Podría no ser ninguno de ellos el módulo? Por lo tanto, ¿qué nos dice esto sobre los triángulos en el plano complejo? En el dominio complejo, dos lados de cualquier triángulo son siempre congruentes al tercero.

Sobre esto, hemos mostrado que cualquier número en el plano será congruente a un residuo mínimo. Extiende este hecho a los poderes de los números complejos. Siempre, cualquier número complejo tomado para cualquier poder será congruente a uno de esos residuos mínimos dentro del cuadrado, a cero, o al lado del cuadrado en el caso mencionado por Gauss donde a y b tienen un divisor común. Un ejemplo de esto sería (1 + 2i)2≡ -i mod  1 + 4i.

[Animación: ullPartOne8.swf].
Continuando con nuestra investigación de residuos mínimos: ¿cuántos hay? Empecemos por encontrar cual es congruente a 0, así tenemos uno con el cual empezar. Es fácil contar el resto dentro del cuadrado: 16. Tenemos un total de 17 residuos mínimos para el módulo 1 + 4i y sus asociados.  
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Antes de continuar, observemos a lo que hemos llegado en poco tiempo jugando con la representación geométrica mencionada  por Gauss; para cualquier módulo complejo, hemos logrado reducir la investigación de cualquier número real y complejo posible a uno de los puntos dentro, o, para el caso especial mencionado por Gauss,  sobre la línea limitante de un cuadrado.  

Finalmente, nota que 17 es también el producto, llamado la norma, de 1 + 4i, y su conjugado 1 – 4i. Nos referiremos a la norma como p. Su forma general es así a2+ b2, la suma de dos cuadrados. ¿Toda norma es la suma de dos cuadrados? También, ¿Cuál debe ser el área del cuadrado? Si nuestros dos lados son 1 + 4i y 4 – i, ¿cuál es su producto? Espera un segundo, ¿como puede un área ser 8 + 15i? Hummmm. Esto no parece funcionar. Mas bien, si queremos describir la longitud del lado de ese cuadrado, deberá ser √(a2+b2), y su área sería entonces a2+b2. ¿Qué nos dice esto acerca de la naturaleza de estos números complejos? ¿qué ellos no pueden representar áreas?

Procedamos a partir de ahora a investigar los residuos mínimos de un módulo complejo.  
Traducido por Rosa Sánchez 
� La representación geométrica dada aquí es una forma de representar la aritmética de los números complejos. Hay otras formas físicas que pueden asumir los números complejos.    














� De esto surge un corolario, tenemos aquí una forma para determinar si números complejos nones como 2 + 9i son divisibles por cualquier número y de esta manera no primos. No es difícil demostrar que cualquier número complejo que conecta dos puntos sobre esta cuadricula no será primo.  
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