Las cuatro clases

Por Liona Fan-Chiang

Un breve vistazo al cuadrado


Ahora empieza la diversión, ¿Qué sucede cuando los números complejos investigados en el reporte anterior (Un vistazo al módulo complejo) se toman para poderes sucesivos? Tomemos el ejemplo mas simple: Módulo 5
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En la columna de la extrema izquierda                           está cada residuo el módulo  mientras el
 renglón superior indica el  poder al
cual es elevado cada residuo.


Recuerda, la columna de la extrema izquierda ha sido proyectada previamente sobre el plano complejo, correspondiendo a 1, i, -i, -1 respectivamente, o 1, -i, i, -1 respectivamente. Las propiedades de la columna etiquetada “2” fueron usadas previamente, a saber 22≡4 y 32≡ 4. Ahora, ¿cómo representamos también esto como las propiedades de los poderes superiores, de tal manera que las características de tales transformaciones se puedan investigar geométricamente?

Aquí tenemos una representación de cada residuo del módulo 5 cuadrado. 
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De izquierda a derecha, está primero una representación de i2, con el resultado, -1, señalado por una flecha. En seguida esta -12, entonces –i2, 12≡ 1, una acción indicada por una flecha circular. Después está una combinación de los cuatro. Finalmente, al extremo derecho está una figura que recuerda a un paciente infectado de viruela. La viruela grande indica un residuo del cuarto poder, o un residuo bicuadrático: en este caso, i4≡-14 ≡ -i4 ≡ 14. La viruela de tamaño mediano representa un número cuadrado,  -12, o un  residuo cuadrático que no es bicuadrático. La viruela mas pequeña representa números que son no residuos cuadráticos (i, -i) los cuales serán explicados después.

Este es un tipo de representación que ocurrirá varias veces en este escrito, para mostrar geométricamente  las características que tiene cada módulo, conocido colectivamente como el carácter bicuadrático del módulo.

Nota que cuadrando cada residuo una vez, también se obtiene inmediatamente el carácter bicuadrático del módulo 5; a saber, los residuos bicuadráticos son aquellos residuos que son cuadrados de un número cuadrado. En este caso, 1≡ -12, donde -1 ≡ i2. En el dibujo de arriba, 1 está señalado por una flecha desde -1, el cual a su vez está señalado por una flecha originada desde i y –i.


También de notar es que el número 1 es aquí un residuo del módulo p=5, así como un residuo cuadrático, cúbico y bicuadrático de p = 5. Aunque es el mismo número, ¿puede el resultado de grados superiores de cambio ser el mismo? En otras palabras, ¿son 1, 12, 13, y 14 realmente el mismo número?    

Ahora veamos el módulo p=13
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Arriba, indicado por las flechas, está la acción de cada residuo del módulo 13 cuadrado. Las características de las cuatro unidades, 1, -1, i y -i no se muestran aquí porque ellas son las mismas que en el módulo 5, y lo serán para otros varios módulos, es decir 1≡ i4, -1 ≡ i2.
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El resultado de cuadrar se puede ver mas claro si los residuos se separan en tres conjuntos de asociados, indicados en el diagrama de arriba por los tres colores diferentes.
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Por ejemplo, el conjunto morado consiste de los números 1 -i, -1 –i, -1 +i, y 1 +i.
Cada conjunto tiene un carácter bicuadrático que es idéntico al del conjunto de unidades, 1, -1, i, -i, que constituyen los residuos del módulo 5. A saber, cada conjunto contiene un residuo bicuadrático, un residuo cuadrático y dos no residuos cuadráticos.

De nuevo, un evento similar ocurre en el caso de p= 29.
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Puedes ver que la característica de acción, representada por los puntos de diferentes tamaños, define conjuntos de números que están asociados unos con otros, los cuales, no coincidentemente, son los números a igual distancia de cero, llamados asociados.
Después de proyectar varios de estos módulos, será obvio para el lector que cada módulo representado en esta forma tendrá un conjunto de unidades 1, -1, i, -i, y por lo tanto, -1 será siempre, al menos, un residuo cuadrático de estos módulos, los cuales, como mencionamos antes, son de la forma p=4n + 1, dado que  todos los módulos de la forma p = 4n +1 se pueden representar en esta forma cuadrada. Por otro lado, primos de la forma p = 4n + 3, es decir todos los primos que no son de la forma  p = 4n + 1, no tienen residuos que satisfagan la relación x4≡ 1, y por lo tanto no puede tener un equivalente i y –i, ni la representación compleja intrínseca a √-1. Así, la respuesta a la pregunta para los casos de módulos para los que -1 es un residuo cuadrático, un asunto tan central para la teoría de la reciprocidad cuadrática –LINK AL ESCRITO DE PETE-  deviene inmediatamente evidente cuando estos números se los ve desde el punto de vista del plano complejo.
Clases Residuales


En el primer tratado sobre residuos bicuadráticos, Gauss  presentó una clasificación de todos los residuos en cuatro clases: La clase A contiene todos los residuos bicuadráticos. La clase C contiene residuos cuadráticos que no son residuos bicuadráticos. Las clases B y D contienen no residuos cuadráticos. 


Para el módulo 5, la separación en 4 clases fue simple; cada uno de los cuatro residuos cae en cada una de las clases. Sin embargo, estableció, que en general para módulos de la forma 4n + 1, habrá (p-1)/4 términos en cada clase. En otras palabras, cada clase tendrá el mismo número de términos, lo que significa que siempre habrá el mismo número de residuos cuadráticos que son residuos bicuadráticos como residuos bicuadráticos haya, y habrá el doble de no residuos cuadráticos.¿Cómo puede ser esto? ¿Siempre? 

Para el módulo 5, las clasificaciones son 
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Al lado de cada residuo esta una letra, A, B, C, D, indicando a que clase pertenece cada residuo.

Como mencionamos antes, las propiedades de 1, 2, 3, 4, son esas de 1, i, -i, -1, respectivamente, o 1, -i, i, -1, respectivamente. Para este módulo, las propiedades algebraicas de las clases se ven fácilmente: algunas veces 1 ≡ a si mismo (xa ≡ a) , i·i ≡ -1, (bb ≡ c) etc., donde a, b, c, d, son números de las clases A, B, C, D, respectivamente. Sin embargo, Gauss hace el audaz argumento de que las propiedades algebraicas que tiene las clases del módulo 5 ¡las tienen todos los números de sus clases respectivas en todos los módulos de la forma 4n + 1!

Por ejemplo, para p= 13 las clases son  
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Ponlo a prueba. Multiplica cualquier número de la clase B con cualquier número de la clase A y ve si obtienes un número perteneciente a la clase B. Multiplica cualesquiera dos números de la clase B y ve si el resultado es un número perteneciente a la clase C, etc.
Además, dado que las clases mismas actúan en el mismo sentido que lo hacen las cuatro unidades 1, i, -i, -1 en el módulo 5, pueden ser proyectadas en el plano complejo. 
[image: image9.png]



Para iniciar una investigación de la importancia de esta forma de clasificación, debemos regresar a la representación en el plano complejo de estos módulos.

Primero recuerda, cuando los residuos del módulo p= 13 fue organizado por conjuntos de asociados, se formó un patrón de tres conjuntos, cada uno con un residuo bicuadrático, un residuo cuadrático y dos no residuos.
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Todo bien hasta el momento. Dado que cada conjunto tiene un término de cada clase, se ve fácilmente que cada clase debe tener un número igual de términos. No solamente eso, sino que esta representación parece colocar de manera no arbitraria los términos de las clases B y D, en el sentido de que, si B fuera a contener i, entonces el siguiente término en cada conjunto, moviéndonos en el sentido de las manecillas del reloj desde el residuo bicuadrático, dará todos los otros no residuos cuadráticos que pertenecen a la clase B.  Por el contrario, los primeros términos contrarios a las manecillas del reloj a partir de los residuos bicuadáticos, es decir, aquellos que corresponden a –i, darían todos los términos de la clase D.  
¿Puedes decir que orientación se da en la tabla de arriba?

Recuerda, las dos representaciones de arriba son las mismas numéricamente,  es decir, ambas son representaciones del modulo 13, y por lo tanto la cualidad de cada residuo será consistente. Sin embargo, cuando están colocados en las cuatro clases, hay dos variaciones, ¡una propiedad que solo se ve en la representación geométrica 
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en el plano! Aunque en su tratado de 1828 Gauss no menciona ningún cuadrado, ni incluso números complejos, el uso de las clases es otra pista del uso por Gauss de la geometría para llegar a sus muy notables teoremas, mas que los números y letras que llenan esa páginas.

Para restablecer la pregunta de nuevo: ¿estas propiedades se mantienen para todos los módulos de la forma 4n + 1, como lo afirmó Gauss?
Aquí están algunas pruebas subjetivas:
Módulo 17
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Módulo 37
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Módulo 41
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Nota que el proceso de simplemente cuadrar cada residuo para obtener las características bicuadráticas del módulo siempre deviene muy agitado.
¿Qué sucede cuando son investigados números mas grandes, tales como 73 o 97?
Espera un minuto

Las propiedades del módulo mas próximo después de 13, es decir el módulo 17, ¡no parecen seguir alguno de los patrones referidos arriba! Por ejemplo, la clase entera A esta poblada totalmente  por 1 y sus asociados! ¿ se mantienen las propiedades algebraicas de las clases? 
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De ser así, ¿cómo están definidas las clases B y D? Parece como si no hubiera distinciones claras entre los dos conjuntos asociados de no residuos cuadráticos, relativos a las clases A y C,  como fue en el caso del módulo 13.

Parece que las tablas han cambiado ¿Hay un ordenamiento en los números que no se puede ver en la geometría?
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