Parte IV del Summatische Uebersicht

Uno se aproxima a una isla recién descubierta, o a un planeta extraño, o al campo de batalla prospectivo, con el intento de explorarlo atentamente antes de establecerte en él. A menos que uno sea un tonto, uno no se establece permanentemente en algún campo de batalla, al menos que este sea el mundo entero, o al menos un continente. Un compositor razonable crea tal dominio, y no anuncia para su venta ese tipo de “bien raíz” artístico a menos, y hasta que, conoce cómo desarrollar ese territorio como un todo, hasta que es capaz de presentarlo como algo del cual ningún aspecto funcional importante queda sin desarrollar.
Lyndon LaRouche, Music and Statecraft:
Cómo está organizado el espacio.
Nota para el lector: será necesario tener a la mano una copia del Resumen General, ya que será referido regularmente y citaremos secciones que no se reproducirán a detalle aquí.  

Después de establecer los parámetros y nomenclatura para el espacio en el cual  operaremos en el artículo 3 del Resumen General, Gauss nos conduce en una dirección aparentemente curiosa. Primero nos confunde mas con otro de sus notorios “teoremas conocidos”, el cual aparece así:
0 = xy’z’’  + x’y’’z + x’’yz’ +  xy’’z’ +  x’yz’’ +  x´´y’z
atribuyendo la causa para esto al hecho que las tres posiciones observadas del planeta (p, p’,p’’) yacen en un plano con el Sol. Notaremos que esas cantidades x, y, z, etc.., fueron dadas antes para representar las distancias perpendiculares de las tres posiciones observadas del planeta desde los planos [image: image1.png]


, respectivamente. Con la premonición de que esto es una representación de algún volumen contenido por las tres posiciones del planeta, registrémoslo, para regresar a este teorema un poco después. 

Antes de proceder, tomémonos un momento, y recordemos las características del espacio en el cual estamos operando. Esto requiere regresar constantemente al punto de vista del astrónomo físico: los pies firmemente plantados sobre la superficie de la Tierra, la cabeza levantada hacia el cielo plagado de estrellas, observando intensamente durante largos periodos de tiempo, y tomando notas cuidadosamente de lo que se observa. Aunque la manera en que cualquier cambio notable en la orientación de las  estrellas  puede ser registrado exacta y metódicamente demanda una extensa discusión en y por sí mismo, debemos notar necesariamente en esta ocasión, que cualquier cambio registrado por nuestros sentidos en el cielo  nocturno, sea cual sea, ocurre sobre una esfera. 

Esto se puede demostrar fácilmente simplemente saliendo a contemplar la naturaleza y el método de relacionar los fenómenos que observas. Cualquier cosa que puedas señalar se ubica a alguna distancia a lo largo de una línea que parte de ti mismo. Cuando señalas otro objeto cualquiera a tu alrededor ¿cuál es el cambio que ocurre? La clave está en el movimiento que haces de un objeto a otro. ¿Cómo empezarías a medir este movimiento? ¿Cómo podría este movimiento servir como medida para hablar de la relación de esos dos objetos uno respecto al otro? Y ahora, una pregunta mas interesante —introduce el elemento del cambio en la posición de ciertos objetos en el curso del tiempo y estarás enfrentado con otro desafío-- ¿Cómo crear un lenguaje de medición entre objetos los cuales están cambiando en el tiempo? Estas no son preguntas retóricas. 

Ahora procedamos a otro reto para la mente del hombre: si Tycho Brahe está parado en su observatorio en Uraniborg, observando el cielo, y tu parado, donde quiera que tu estés, aparentemente en el centro de tu esfera, ¿no tenemos un problema?  ¿No están todas las observaciones tomadas por él en el centro de su esfera de medición?  ¿Esto no nos crea un tremendo lío en la capacidad de un astrónomo para comunicar sus observaciones a otro en una forma precisa? Hagamos un experimento. Junta unos amigos, pídeles  encontrar una estrella y señalarla. Ahora pídeles que te describan la posición de esa estrella, lo cual será, por sí, buen experimento divertido. Una vez que estés seguro que has localizado la estrella exacta de la que ellos están hablando, señálala también. Ahora observa los brazos de los demás. Aléjate. Mira de nuevo. Continua este, si bien impreciso, experimento demostrativo, hasta que estés satisfecho con la constancia de los resultados.   

Y ahora, logramos la introducción del punto de vista de la “esfera celeste”. En otras palabras, considerando que las estrellas fijas están, en relación a ti y tus amigos, infinitamente distantes, tu estás efectivamente en el centro de la misma esfera. En consecuencia, observando cuidadosamente a un planeta contra el telón de fondo de una constelación particular desde tu punto de vista [aquí, “punto de vista” es literal. NdT], puede ser comunicada exactamente a tus compañeros astrónomos  sin mayor dificultad. Pero ¿qué sobre la diferencia de los puntos de vista desde la Tierra y el Sol? Bueno, nuestro descubrimiento aun queda pendiente. Hecha una mirada a esto:
[Animación sobre la Esfera Celeste]



En consecuencia, todo lo que midamos y discutamos ocurrirá como proyección de fenómenos dentro de nuestro “espacio”, limitado por esta esfera celeste . Mantén esto en mente porque esta “brújula esférica” la utilizaremos como medida una y otra vez en otras investigaciones físicas también.   

Pasando al artículo 4, se nos presentan nueve “magnitudes”, las cuales Gauss establece manteniendo una determinada proporcionalidad unas respecto a otras. Para evitar cualquier confusión, las reproducimos aquí:  

	y’z” – y”z’
	y”z – yz”
	yz’ – y’z

	z’x” – z”x’
	z”x – zx”
	zx’ – z’x

	x’y” – x”y’
	x”y – xy”
	xy’ – x’y



Investiguemos la naturaleza de estas magnitudes, como un primer paso hacia descubrir como las emplea Gauss. Gauss declara que las magnitudes antes mencionadas “representan el área doble de la proyección de los triángulos cuyas áreas son f, f’, f’’ sobre los planos fundamentales [image: image2.png]


…” Aquí hay una proposición intrigante. Estamos tomando los triángulos parcialmente conocidos  (conocemos los ángulos entre ellos, pero no sus distancias desde nosotros, r, r’, r’’ ) los cuales aproximan el sector barrido por el planeta en el intervalo de tiempo durante el cual lo observamos, y proyecta esta área sobre los tres planos que hemos construido como un tipo de medición. Pero como cualquiera puede ver fácilmente con solo observar el cambio de su sombra en el curso del día, boxeando con su propia sombra, o intentando representar adecuadamente un objeto en tercer dimensión sobre una superficie de dos dimensiones, la proyección no es siempre una cuestión sencilla. En el caso de tu sombra, aunque ésta siempre es una proyección tuya sobre la superficie de la Tierra durante todo el día, está claramente cambiando constantemente. ¿Cuál es el principio detrás de la causa de este cambio? ¿Qué otros factores juegan un papel en la variación del tipo de proyección?

Gaspard Monge, un oficial militar Francés y un geómetra experto quien fundo la renombrada academia militar y científica, la  Ecole Polytechnique, publicó un extenso tratado en 1799, Geometría Descriptiva, donde  investiga todo el campo de las proyecciones  de superficies, perspectiva, sombras y sombreado
. Incluimos aquí una de las figuras de su trabajo. Este tratado sirvió como fundamento para  mucho del trabajo  posterior de Gauss sobre la proyección de superficies curvas, el cual  también aparecerá en el curso de la presente discusión. Aquí, investigaremos un aspecto de la proyección que deberá estar en nuestra “caja de herramientas astronómicas” dado que continuará entrando en juego. 
[image: image3.png]




Dado que estamos operando en un espacio esférico, y proyectando las áreas de estos triángulos sobre los planos creados por tres círculos mayores intersecados ortogonalmente en esta esfera, investiguemos las características de la proyección esférica.
[animación sobre proyección esferica] 

[image: image4.png]



El plano, definido como un círculo mayor en la esfera, sobre el cual se proyectará
[image: image5.png]



El círculo mayor desde el que haremos nuestra proyección con una inclinación (  dada respecto al primero.  

[image: image6.png]



Proyección perpendicular de una línea en el segundo plano sobre el primero.
[image: image7.png]



¿Cuál es el factor de cambio que experimenta la línea proyectada? 
[image: image8.png]



Si prensaste que fue fácil, mastica esto: ¿cuál es el factor de cambio para otras figuras tales como el cilindro?  


Ahora es evidente que las proyecciones de sectores triangulares sobre los “planos fundamentales” de Gauss cambiarán en su área por un factor del coseno del ángulo de proyección.  Pero ¿por qué, entonces, Gauss dice que estas áreas proyectadas son proporcionales a los triángulos “como el doble del coseno de la inclinación?”. Recuerda, que no hemos aun resuelto por qué las nueve magnitudes dadas representan el área duplicada de la proyección. Investiguemos esta último cuestión y quizá esto arroje, a su vez, alguna luz sobre la anterior.  
[Animación sobre el área doble de triángulos proyectados]
[image: image9.png]



La esfera Celeste: una proyección del universo sobre la “esfera de percepción” de la Tierra y el Sol. 

[image: image10.png]



Tres observaciones proyectadas en la esfera celeste.

[image: image11.png]



El círculo mayor creado a partir de dos de las observaciones

[image: image12.png]



Sistema de coordenadas XYZ situado arbitrariamente por Gauss
[image: image13.png]



Proyección del triangulo pp’ sobre el plano XY
[image: image14.png]



Una vista desde arriba del plano XY
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Coordenadas x de p y p’
[image: image16.png]



Coordenadas y de p y p’
[image: image17.png]



De acuerdo a un “bien conocido” teorema, el área de la proyección del triangulo pp’ es igual a la mitad del área del rectángulo xy’ . .  menos el área del rectangulo x’y..

Dado que hemos demostrado que la magnitud xy’ –x’y es exactamente igual al doble del área de la proyección del triangulo f’’ sobre el plano , lo cual probablemente será verdad para los otros triángulos f,   y sus proyecciones sobre los planos [image: image18.bmp] y [image: image19.bmp]. Ahora, como investigamos previamente, el factor de cambio en cualquier proyección esferica siempre estará dado por el coseno del ángulo de proyección. Así, si las áreas de las proyecciones se pueden conocer cuando ellas son duplicadas, entonces, para mantener una verdadera proporción entre ellas, debemos duplicar el factor de cambio que ocurre en la proyección: significando, que debemos tomar el coseno duplicado de la inclinación del plano a los tres ejes. Esta relación se puede expresar  como:  
xy’ – x’y : 2f :: cosb : 1,

Esto produce:
2(f” cos b) = xy’ – x’y,
O también:
	f” cos b =
	xy’ – x’y

(((((
2



Dado que b fue designada anteriormente como el ángulo de proyección. Así, si se nos permite la expresión, ¡Matamos dos pájaros de un solo tiro!

En este punto, tan preparados como podemos estar para la siguiente jornada, entremos al laberinto. La segunda cuestión que estableció Gauss como “fácilmente concluido” desde la proporcionalidad de estas nueve áreas proyectadas, es que, cuando se las multiplica por las distancias x, x’, x’’  etc. respectivamente  se producen las  ecuaciones. Hagamos la talacha y después haremos las preguntas:
0 = fx + f’x’ + f”x”
0 = fy + f’y’ + f”y”

0 = fz + f’z’ + f”z”


Si tomamos el tercer renglón y lo multiplicamos por z, z’, z’’ respectivamente, como lo indica Gauss, entonces obtendremos:
z(x’y” – x”y’) + z’(x”y – xy’’) + z’’(xy’ – x’y)
o, cuando se realizan éstas multiplicaciones
zx’y’’ – zx’’y’ + z’x’’y – z’xy’’ + z’’xy’ – z’’x’y.


¿No ves esto familiar? En efecto, ¡es la misma cantidad como la del “teorema conocido” desde el inicio de esta sección, y como mencionamos antes! Quizá ahora nuestro entendimiento de lo que representa esta cantidad está un poco mas enfocado, aunque no completamente todavía. Ahora, de lo que hemos reunido como la proporción entre los triángulos f y sus proyecciones, podemos sustituir
0 = z(2f cos b) + z’(2f’ cos b) + z’’(2f’’ cos b),

y, sustrayendo el factor compartido de 2cos b, obtenemos
0 = fz + f’z’ + f’’z’’,

lo cual es equivalente a la tercera ecuación que obtiene Gauss, que incluimos arriba. Se puede ver que todas estas relaciones permanecerán en el caso de tres posiciones de la Tierra. Así, ahora podemos formular algunas preguntas. 


Primero, ¿Qué significa multiplicar los triángulos f,  o sus proyecciones, por una altura perpendicular fuera del plano de proyección (a saber, (x’y’’ – x’’y’)(z)? Segundo, ¿por qué multiplicar de la manera que Gauss indica produce un resultado idéntico al “teorema conocido” presentado al inicio de esta discusión? Bien, una cosa que podemos añadir a nuestras notas sobre la cuestión antes de continuar, es que multiplicando de esta forma el área de un triangulo, o de algún polígono, por una altura perpendicular a ese plano, es como construir una pila con ese polígono particular, hasta la altura designada, la cual produce un volumen. Y no cualquier volumen, sino una clase particular de figura sólida, conocidas como prisma. Esta clase contiene cualquier figura compuesta de una base poligonal cuya cúspide es idéntica a  la base, aunque no necesariamente paralela a ella, creando la condición de que los lados de la figura siempre asuman la forma de un paralelogramo. 
[animación de un prisma rotando] 
[image: image20.png]




Como es el caso cuando trabajas cualquier escrito de Gauss, debemos seguir adelante, manteniéndonos concientes de que lo que se nos está presentando es solo una sombra distorsionada de un proceso de pensamiento realmente veraz, y que debemos estar con ojo avizor a las potenciales “hebras” de las que debemos tirar para desenredar el velo que oculta el pensamiento de Gauss. 

Enseguida encontramos una intensa serie de operaciones algebraicas, consistentes principalmente de multiplicar una versión modificada de la ecuación que acabamos de encontrar, por un número de cantidades. En este punto, no intentaremos ahondar en la acrobacia técnica que Gauss está arrojando a nuestro paso. Ciertamente, existe una razón para lo que está haciendo, pero nos llevará algo más de tiempo descubrirlo. Por el momento, iremos “directo” al resultado final de estas acrobacias, en función de primero entender la naturaleza del destino al que se intenta llegar. Al hacerlo de esta manera, estaremos en una mejor posición para hacer juicios sobre si estas acrobacias eran el camino más adecuado por el cual transitó Gauss, o solo son una fachada. Vemos que produce toda una tabla que contiene muchas variaciones del producto de tres de las distancias Sol-Tierra o Tierra-Ceres a lo largo del plano de la eclíptica (el plano [image: image21.bmp]), multiplicadas por una cantidad de apariencia extraña entre corchetes. ¿De dónde salieron? ¿Qué son? Gauss nos dice que “es fácil reconocer que la expresión [ππ’π’’], multiplicada por el producto de los tres cosenos de las latitudes que aparecen en ella es el volumen séxtuplo de una pirámide, cuyo ápice cae en el centro, y cuyos vértices de su base triangular caen sobre la superficie de una esfera descrita por un radio de 1, de tal manera que corresponden a tres posiciones geocéntricas de p. . .”

Como discutimos anteriormente [ Link a Astronomy Into], el Resumen  General originalmente funcionó como un tosco borrador del método de Gauss enviado al astrónomo contemporáneo que era su amigo, Wilhem Olbers,  Afortunadamente para nosotros, Olbers tuvo muchas preguntas para Gauss respecto a su método, proporcionándonos otro punto ventajoso desde el cual “triangular” la mente de Gauss. Una de las primeras preguntas que Olbers hace es la siguiente: “Uno reconoce fácilmente” que dices, ‘que (((’(’’) es el volumen  séxtuplo de una pirámide, etc’ Yo no lo dudo, pero la prueba no se me representa fácilmente. Por favor, dame alguna pista en relación a esto. Apreciaría muchísimo las traducciones de expresiones analíticas a [unas] geométricas”. 

En su respuesta a Olbers, Gauss incluye una atropellada exposición escrita de la prueba para esta declaración, la cual el lector puede trabajar en su totalidad si lo desea. Para nuestro propósito, señalaremos lo sobresaliente de esta prueba, que nos conducirá tal vez a un lugar sorprendente.

Similar al lenguaje del Resumen General, Gauss inicia su breve exposición a Olberts con un triangulo PP’P’’  en el espacio, y su proyección en los tres planos situados perpendicularmente. Las coordenadas para las tres posiciones que forman las esquinas del triangulo son, similar al Resumen General, x, y, z; x’, y’, z’; x’’, y’’,z’’. De nuevo aparece el fantasma de nuestro misterioso teorema en una vestimenta ligeramente diferente. 
D = xy’ z + x’ y’’ z + x’’ yz’ - xy’’ z’ – x’ yz’’ – x’’ y’z

Usando dos curiosos teoremas, 1) que la suma de los cuadrados de las proyecciones de un triangulo sobre tres planos perpendiculares es igual al cuadrado del área del triangulo original, y 2) que la suma de los cuadrados de los cosenos de esos tres ángulos de proyección es igual a la unidad, Gauss muestra después que  

                     D = ( 2KL[altura de la pirámide]∙ Area ∆PP’P’’ [su base]
y así concluye que el volumen de la pirámide formada entre los puntos PP’P’’ y el origen es 

= ( ( D.
[Recuadro sobre la prueba de Gauss, próximamente] 


Enfrentada con dificultades al trabajar los fundamentos de la “prueba” que Gauss proporciona aquí a Olbers, e insatisfecha con los fundamentos sobre los que está construida (aparentemente derivados de la ecuación para un plano) encontré alivio localizarlos en el escrito donde recordaba se encuentra el teorema 2) mencionado antes. Muy al principio del segundo tratado sobre superficies curvas
 de Gauss, se encuentra el mismo teorema. Pero aquí se encuentra en el contexto del desarrollo de Gauss del concepto de usar una esfera como una medida de curvatura para cualquier superficie. En sus palabras, desde los inicios de ese escrito: 
Investigaciones, en las que las direcciones de varias líneas rectas en el espacio están por ser consideradas, alcanzan un alto grado de claridad y simplicidad si empleamos, como un auxiliar, una esfera de radio unitario descrita sobre un centro arbitrario, y suponemos que los diferentes puntos de la esfera representan las direcciones de las líneas rectas paralelas al extremo del radio en esos puntos. Como la posición de cada punto en el espacio está determinada por tres coordenadas, es decir, las distancias del punto desde tres planos fijos mutuamente perpendiculares, es necesario considerar, antes que nada, las direcciones de los ejes perpendiculares a esos planos...

Aquí, vemos que los orígenes de todo el trabajo de Gauss sobre la medición de superficies curvas, y el uso de lo que él llama una “esfera auxiliar”, están claramente referidos a su trabajo en astronomía, y a su empleo de la esfera celeste. De nuevo, estamos frente a evidencia que apoya la idea de que las raíces de la investigación del hombre sobre el universo siempre se encontrarán en la investigación de la esférica de los antiguos Pitagóricos, y todo desarrollo del método científico desde entonces hasta la fecha, incluyendo el trabajo de Gauss, ha surgido desde investigaciones similares. 


Aquí, también, es donde encontramos finalmente una respuesta satisfactoria a la pregunta de Olbers sobre la cuestión del volumen piramidal. En esta coyuntura incluiremos los primeros “axiomas” del escrito de Gauss sobre superficies curvas, con el fin de obtener un sentido de cómo Gauss desarrollo el lenguaje del “espacio” en el que está operando, pero es ampliamente recomendable que el lector trabaje al menos las primeras secciones del escrito para que obtenga un entendimiento mas completo de la investigación. 

Será ventajoso juntar aquí algunas proposiciones que se usan con frecuencia en temas de este tipo.

I. El ángulo entre dos líneas rectas intersecadas se mide por el arco entre los dos puntos sobre la esfera que corresponden a las direcciones de las líneas. 

II. La orientación de un plano, cualquier que sea, se puede representar por el círculo mayor sobre la esfera, el plano del cual es paralelo al plano dado. 

III. El ángulo entre dos planos es igual al ángulo esférico entre los círculos mayores que los representan y, consecuentemente, se mide también por el arco intersecado entre los polos de esos círculos mayores. Y, de manera semejante, el ángulo de inclinación de una línea recta a un plano se mide por el arco trazado desde el punto que corresponde a la dirección de la línea, perpendicular al círculo mayor que representa la orientación del plano.   

[Animación del ángulo entre dos círculos mayores]
[image: image22.png]



[image: image23.png]
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Después de esta introducción, Gauss edifica su construcción de la pirámide esférica. Aquí incluimos una animación la cual no cubre todo lo que Gauss hizo en el escrito, pero proporciona una construcción aceptable para nuestros propósitos actuales. Algunas de las variables del escrito sobre superficies curvas han sido remplazadas con lenguaje que será mas familiar para el lector, desarrolladas desde el punto de vista del Resumen General.
[Animación: encontrando el volumen de la pirámide] 
[image: image25.png]



La esfera celeste: tres observaciones como vistas desde el Sol y la Tierra (p, p’,p’’)
[image: image26.png]



El círculo mayor formado por p y p’.

[image: image27.png]



El polo del círculo mayor pp’, designado por λ.

[image: image28.png]



El círculo mayor formado por λ y p’’.
[image: image29.png]



La perpendicular desde p’’ sobre la esfera al plano de pp’, designado como el seno del ángulo ψ.

[image: image30.png]



La pirámide esférica, o ángulo sólido, creada por las tres observaciones, pp’p’’.

[image: image31.png]



¿Cómo puede encontrarse la medida de este ángulo sólido esférico en términos de las observaciones p, p’, p’’?

[image: image32.png]



Como se sabe al menos desde la investigación de los Griegos de la esférica . . .
. . .el  volumen de cualquier pirámide es 1/3 del volumen del prisma en el que está inscrita. 
[image: image33.png]



El volumen de cualquier prisma es el producto del área de la base y la altura.

[image: image34.png]



El área doble de la base de nuestra pirámide esférica es = sen 90° (base) x sen pp’ (altura).
[image: image35.png]



La altura de nuestra pirámide esférica = sen ψ, o, en términos de nuestras observaciones, = sen p’ ∙ sen p’p’’. 
Así, la medida de nuestra pirámide esférica ( = (sen  pp’ (área de la base) ∙ sen p’ ∙ sen p’pp’’ (altura)

Un sexto porque usamos el área doble de la base triangular, y el tetraedro es un tercio del prisma. 
O, en palabras de Gauss al final del artículo (2.) en su escrito sobre superficies curvas:

.... se ve fácilmente que la expresión ( ( representa seis veces el volumen de la pirámide formada por los puntos L, L’,L’’ [p,p’,p’’] y el centro de la esfera. De donde, finalmente, es claro que la expresión ( (( expresa generalmente el volumen de cualquier pirámide contenida entre el origen de las coordenadas y los tres puntos cuyas coordenadas son x, y, z; x’, y’ z’; x’’, y’’, z’’. 
 
En cuanto a la investigación Griega que conduce a la prueba de que el volumen de cualquier pirámide es un tercio del volumen en el cual está es inscrita, el lector es retado a desarrollar su propia prueba original. Mis esfuerzos aun no ha producido una prueba original, aunque ha sido muy divertido buscarla. Traté de abordar a partir del conocimiento de la afirmación de Johannes Kepler en la Epitome de Astronomía Copernicana, Libro IV, de que el volumen de un tetraedro regular es ( del volumen del cubo en el que está inscrito. No obstante la construcción de muchas pirámides de papel, y pirámides cortadas en papas y otros vegetales, mis esfuerzos siguen siendo infructuosos. Curioseando para desenterrar las pruebas originales de este descubrimiento, encontré que Arquímedes, en su Método, le atribuye su origen al griego contemporáneo de Sócrates, Demócrito.   Sin embargo, lo que es mas notable es que el otro descubrimiento importante que, en el mismo escrito, Arquímedes atribuye  a Demócrito es que  “el volumen de un cono es un tercio que el del cilindro que tiene la misma base e igual altura”
 ¡Que emocionante! Claramente, ya sea que el descubrimiento original se deba o no a Demócrtito, la fuente de este descubrimiento parece ubicarse en el contexto de las investigaciones generales de volúmenes, las cuales, en el caso de Arquitas y la duplicación del cubo, como sabemos, tuvo implicaciones muy profundas en el desarrollo de una concepción superior del número. Sir Thomas Healt, el autor de la citada Historia, afirma que el descubrimiento del cono y el cilindro debió haber brotado naturalmente del de la pirámide y el prisma, el incrementar simplemente los lados de la base poligonal del prisma y de la pirámide, esencialmente al infinito. Sin embargo, cualquier estudiante de las enseñanzas de Cusa, y de uno de sus principales estudiantes, Lyndon LaRouche, verá que aquí hay  un problema de especies trascendentales; el mismo que surge en la cuestión del método de Arquímedes de la cuadratura del círculo
. 

Regresando a la cuestión de la prueba real, aparte de Eudoxo a quien se cita como el primero en suministrar la primera prueba real, la cual parece ser una manifestación de su método de exhausión, la única otra prueba que localicé fue la de Euclides, que se encuentra en el Libro XII, Proposición 7, de sus Elementos.

Concluyamos esta jornada y regresemos a nuestro largo viaje al pasado distante y el futuro próximo, al asunto del Resumen General. Como deseaba, hemos obtenido un concepto mas completo de la naturaleza de estos volúmenes piramidales, y una prueba general de su construcción. Sin embargo, quedan muchas preguntas. Ahora podemos ver que la multitud de cantidades entre corchetes, multiplicadas por los cosenos de sus respectivas latitudes, verdaderamente representan el volumen séxtuple  de la pirámide contenida por las observaciones respectivas proyectada en una esfera unitaria [Ver recuadro II]. Esto significa que estos volúmenes, multiplicados por las distancias (a saber, ((’(’’ ) serían los volúmenes de las pirámides reales formadas por las posiciones del planeta, la Tierra, y el Sol. Pero ¿cuál es el punto de tener todos estos volúmenes? ¿Qué tienen que ver con encontrar las distancias reales del planeta desde la Tierra y el Sol, lo cual es lo que realmente necesitamos, con el fin de deducir la orbita? Y en todo caso ¿cómo llegó Gauss a esos volúmenes, dado que no vemos nada similar en como los crea en su escrito sobre superficies curvas? Y, después de todo ¿son esos volúmenes realmente singulares en el método de Gauss?

Con todas estas preguntas zumbándonos en nuestra mente, prosigamos...

	Recuadro II


Aunque hemos logrado un discernimiento general en la geometría constructiva del “volumen séxtuplo de una pirámide”, no hemos investigado minuciosamente la naturaleza de las cantidades entre corchetes a las que Gauss atribuye esta característica al final del §5 en el Resumen General. Revisitemos su declaración sobre las cantidades piramidales, que motivó la primera interrogante de Olbers.

. . .  “es fácil reconocer que la expresión [ππ’π’’], multiplicada por el producto de los tres cosenos de las latitudes que aparecen en ella es el volumen séxtuplo de una pirámide, cuyo ápice cae en el centro, y cuyos vértices de su base triangular caen sobre la superficie de una esfera descrita por un radio de 1, de tal manera que corresponden a tres posiciones geocéntricas de p. . .”. 

        El valor que Gauss da para la cantidad entre corchete es 

[ππ’π’’] = tab β∙ sen(λ’ – λ’’) + tan β’∙ sen(λ’’ – λ) + tan β’’ sen(λ – λ’)





En función de imaginar lo que esta cantidad representa en el espacio en el que estamos operando, produzcamos una construcción física, empezando con la pirámide real en el espacio creada entre las tres posiciones p, p’, p’’ y P, la Tierra. Por motivo de simplicidad y generalización, usaremos un caso donde la Tierra (ápice de la pirámide) yace dentro de la proyección de las tres posiciones del planeta sobre el plano eclíptico. Sin embrago, todas las relaciones establecidas aquí no obstante permanecerán verdaderas en otros casos mas complicados, con el empleo apropiado de signos positivos y negativos. 
[animación de pirámide formada en el espacio]

Basándonos sobre lo que hemos aprendido respecto a los volúmenes de prismas y pirámides, podemos primero describir el volumen de la pirámide inscrita como un tercio del volumen del prisma: el área de la base multiplicada por la altura. ¡Pero espera! La parte superior de este prisma (el plano descrito por las tres posiciones de p), se ubica en una cierta inclinación respecto al plano de la eclíptica (sobre la cual descansa la base del prisma). De esta manera, la parte superior no es paralela con la base, creándonos un nuevo problema: ¿las relaciones que hemos establecido para prismas y pirámides regulares se mantienen aun en este caso? Para levantar un volumen que podamos calcular en el camino, necesitamos usar la pirámide cuya base se ubica sobre el plano eclíptico y cuyo ápice yace sobre el plano de la orbita del planeta. Esta pirámide tiene el mismo volumen que la original, lo cual, dadas las herramientas que ya tienes, deberías poder probar. 
[Animación de la pirámide invertida que se ha formado]


Ahora, usando las áreas de los tres triángulos que componen la base de la pirámide, que son expresables, podemos encontrar el volumen de la pirámide. Gauss multiplica las áreas de las bases de estos tres prismas por la altura opuesta a ellos, respectivamente, con el fin de encontrar el volumen total del prisma. No incluimos aquí la prueba de este método, pero animamos al lector a que imagine cual es. Así, ahora podemos expresar el volumen de nuestra “pirámide real”, ((, (’, (’’ [(, (’, (’’], en los términos siguientes:
((, (’, (’’ [(’ sen(λ’ – λ’’)∙ (’’ x ( tan β + (’’ sen (λ’’ – λ) ∙( x (’  tan β’ +( sen (λ’ – λ) ∙(’ x (  tan β’’]
[Animación de los tres prismas pequeños en el más grande]
Cuando sustraemos las distancias (, (’, (’’, obtenemos
( [tan β ∙ sen(λ’ – λ’’) + tan β’∙ sen(λ’’ – λ) + tan β’’∙ sen(λ – λ’)]
lo que nos lleva a la cantidad que Gauss da para el valor entre corchetes. Sin embargo, ¿cómo es que cambia nuestro modelo cuando “sustraemos” todas las cantidades (? Todo lo se midió en relación a los valores reales de ( ahora deviene igual a la unidad, significando que nuestro modelo recientemente “escalado” se vería como esto: 
[Animación de pirámide transformada en cilindro] 

Como se puede ver, aunque las distancias desde la Tierra a las tres posiciones del planeta se mantienen, todas las distancias proyectadas a lo largo del plano eclíptico ahora devenido uno, creando una pirámide cuyo ápice yace en la eclíptica, y cuyos tres vértices de la base yacen sobre un cilindro de radio unitario. Gauss mismo, nos confirma en esta construcción como es evidente del siguiente dialogo entre él y Olbers
(Olbers a Gauss, 10 de Octubre de 1802) :
Tu prueba de que D =  ( 2KL ∙ Area ( P, P’, P’’, y así D es seis veces más grande que la pirámide K P P’ P’’ [ver recuadro I], la he podido seguir completamente bien, y es de lo mas sencillo, dado que el atractivo teorema, que el cuadrado del área de una figura plana es la suma del cuadrado del área de las tres proyecciones en tres planos arbitrarios perpendiculares entre si, me había aparecido poco antes en mi lectura de Montucla, y había buscado la prueba por mi mismo. Montucla atribuye este teorema a Monge, o mucho mas a Fiuseau. Pero mi queridísimo amigo, la frase   
D = 6 x Pirámide K P P’ P’’
me parece que no es completamente idéntica a una de tu primer tratado, “que((’(’’ es el volumen séxtuplo de una pirámide, cuyo ápice toca el punto medio, y cuyos vértices [Winkelpunkte] de la base tocan la superficie de una esfera de radio 1, de tal forma que correspondan a las tres posiciones geocéntricas de p.” Mas bien, encuentro que si el volumen de esta ultima pirámide inscrita es llamado (, entonces  
[((’(’’] ( 6(
sino mas bien 
(((’(’’) ( cos β cos β’ cos β’’ = 6(
(Respuesta de Gauss a Olbers, 12 de octubre de 1802)

Indudablemente, existe un pequeño error respecto a la pirámide en cuestión, debido al apresuramiento, en mi primer borrador
. En lugar de ubicar los tres vértices de la base sobre la superficie de una esfera de radio = 1, deben colocarse sobre la superficie de un cilindro, cuya base es un círculo de radio = 1 en el plano Z.

Ahora ya estamos preparados para observar qué tipo de transformación ocurrirá en nuestro modelo cuando multiplicamos las cantidades entre corchetes que representan el volumen séxtuplo de nuestra pirámide sobre un cilindro por los tres cósenos de las inclinaciones (β, β’, β’’). En el mismo sentido que escalamos antes las distancias ( a uno, ahora ocurrirá un proceso similar con las distancias reales p, p’, p’’. Observa que:
	cos β∙ tan β =
	cos

((  ∙
1
	sen

(( β
cos



Por lo tanto, todos los radios de  los triángulos cuyos lados se miden en términos del seno de las latitudes respectivas son ahora = 1. La ecuación que representa el volumen séxtuplo de la pirámide que cae en la esfera “auxiliar”, esfera o celeste de radio 1 es   
sen β∙ sen (λ’ – λ’’) + sen β’∙ sen (λ’’ – λ) + sen β’’∙ sen (λ – λ’).
Y aquí, podemos ver como ocurre la transformación en nuestro modelo. 
[Animación de pirámide transformada en la esfera]
� Para una traducción al inglés de este trabajo, ver Heather, J:F. An Elementary Treatise on Descriptive Geometry. J. Weale, 1851. Traducido del Francés por Bernabé Brisson.


� Investigaciones Generales de Superficies Curvas, 1827. Traducción del Alemán al inglés por James Caddall Morehead y Adam Millar Hiltebeitel en 1902. Editado por Peter Pesic, 2005. 


� Heath, Thomas. A history of Greek Mathematics. Vol. I. Dover Publications Inc., New York. 1981.


� Más sobre la cuestión de la cuadratura, ver Cusa, Nicolaus. On the Quadature of the Circle. Traducido del latín al ingles por William Wertz, 1994. � HYPERLINK "http://www.schillerinstitute.org/fid_91-96/941_quad_circle.html" ��http://www.schillerinstitute.org/fid_91-96/941_quad_circle.html� También ver, LaRouche, L.H. Let There be a Time of Thanksgiving. � HYPERLINK "http://www.larouchepac.com/file/pdfs/20071210-lpac_thanksgiving.pdf" ��http://www.larouchepac.com/file/pdfs/20071210-lpac_thanksgiving.pdf� 


� Aquí esta una pieza más de prueba concluyente de que la versión del Resumen General publicado en Monatliche Correspondenz por von Lindenau en 1809 no es la misma versión del borrador que Gauss envió a Olbers en 1802.  
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