El descubrimiento de Gauss de la
naturaleza hipergeométrica de la Física

Por Merv Fansler

1. Introducción 


Una pregunta persistente que enfrenta implacablemente el lector del Summarische Uebersich es ¿qué fue lo singular del enfoque de Gauss al problema de la determinación de la orbita de Ceres que lo llevó a tener éxito donde todos los otros habían fallado? Este escrito no tiene el propósito de ofrecer una respuesta explícita a esta interrogante, más bien, procederemos al desenvolvimiento de una hipótesis particular, que surge en la lucha para resolver esta pregunta. Sin embargo, lo mínimo que deberá ofrecerse en este punto es que por medio de esta presente investigación, uno puede empezar a ver por qué la respuesta a esta pregunta permanece de tal modo persistentemente elusiva. Además de esto, se espera que este reporte ayude a definir la cualidad específica de la respuesta que estamos buscando. Para este fin, tomamos un tema que aunque nunca mencionado explícitamente por Guass en sus trabajos públicos sobre temas astronómicos, se le presentó por primera vez en su completa magnificencia cuando buscaba resolver uno de los problemas más difíciles de la astronomía
. Ese tema es: las series hipergeométricas. 

2.  Post Hoc


La primera mención pública de series hipergeométricas por parte de Gauss apareció en su disertación doctoral de 1799, Demonstratio nova theorematis...[*] La primera parte de su trabajo consistió en una serie de análisis y refutaciones críticos de los intentos fallidos previos para probar el Teorema Fundamental del Álgebra que habían sido dados por algunos de los matemáticos contemporáneos idolatrados. De hecho, el discernimiento de Gauss sobre las imposturas de Euler, Lagrange y D'Alembert sobre este tema, es tan incisivo que después de leer por primera vez el documento, uno tiene un presentimiento de que debe haber algún punto de ventaja desde el cual Gauss está enfocando el problema. Una vez que se llega a la segunda parte del trabajo, ese presentimiento se confirma por completo. 


En la segunda parte del trabajo, Gauss comparte su punto de ventaja con el lector, revelando que su perspectiva no era un asunto de discernimiento sobrehumano, sino de método. A diferencia de sus contemporáneos, Gauss estaba buscando encontrar más que encubrir las implicaciones físicas de la √-1. Al hacer eso, estaba capacitándose para concebir un dominio superior de funciones trascendentales que eran capaz de generar todas las relaciones que se encontraban en las funciones algebraicas. 
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Más aún, a partir de una comparación de la representación Cartesiana de una función algebraica con una que Gauss descubre, se puede empezar a ver por qué Gauss tenía algo así como una “vista desde arriba” de todo. 

[grafica de superficie gausiana → cartesiana]

Esta primera discusión de series hipergeométricas aparece en su refutación de la supuesta prueba de D’Alambert del Teorema Fundamental del Algebra. En resumen, D’Alambert se vale del argumento de que el método de Newton para llegar a una solución numérica para las raíces de una ecuación algebraica usando series infinitas convergentes se puede aplicar no solo en casos de búsqueda de raíces reales, sino también en casos donde las raíces toman la forma a +b √-1 . Gauss señala que D’Alambert ignora la posibilidad que las series infinitas que pudieran emerger en tales casos, podrían ser de la forma hipergeométrica, en cuyos casos las series serían divergentes y absolutamente inútiles. 

Además, Gauss no solo atrajo la atención a la carencia de consideración de D’Alambert hacia tales series, también aprovechó la oportunidad de reprobar a Euler por usar supuestos similares. Específicamente, en un pie de nota en esta sección, Gauss reprende a Euler por usar series hipergeométricas en su libro de texto de cálculo
 con la suposición de que tales series convergen
.  Al señalar el hecho de que las series en cuestión eran realmente divergentes, la validez de las conclusiones de Euler fueron consecuentemente desacreditadas. 

Aunque, típico de Gauss, su pretensión nunca fue solo demoler el trabajo de otros, ni promover la autoridad de su propio trabajo, sino mas bien restituir un método de investigación que abriera el campo a otros para explorar independientemente. Consecuentemente, uno encuentra en su disertación una abundancia de asuntos, cada uno de los cuales representa una rica trayectoria esperando una exploración osada. En este espíritu, en la conclusión de su reprimenda a Euler, señala una puerta a ser traspasada:   

Algo que nadie, hasta donde se, había observado. Es altamente deseado que se demuestre clara y rigurosamente por qué tales series que inicialmente convergen muy fuertemente pero después cada vez más débil, y finalmente divergen más y más, pueden no obstante suministrar una suma muy cercana a la correcta si no se toman demasiados términos; y en qué tanto puede tal suma ser considerada correcta.  
Gauss, Demonstratio nova theorematis

Durante trece años, Gauss no mencionaría de nuevo públicamente las series hipergeométricas, pero cuando lo hizo,  no lo haría en forma somera. El 30 de enero de 1812, Gauss presentó un ensayo a la Real Sociedad de Ciencias de Göttingen en el que revela su trabajo sobre funciones trascendentales, demostrando que no solo muchas funciones trascendentales simples sino también funciones trascendentales superiores pueden representarse mediante series hipergeométricas, pero, más aún, que cuando toman tal forma, se presentan de forma abundante nuevas interrelaciones entre funciones trascendentales aparentemente no relacionadas.


Sin embargo, tales descubrimientos no fueron la parte más intrigante de su presentación. Gauss señaló una revelación aún más sorprendente: en los métodos que había empleado en su Theoria Motus de 1809, para desarrollar lo que él consideró que era el método más conveniente para resolver un problema en la determinación de una órbita, ¡ya había usado tácitamente las series hipergeométricas!


A la luz de esta revelación, surgen las siguientes preguntas: ¿Qué tanto había desarrollado sus métodos en el tiempo en el que desarrolló la Theoria Motus? ¿Podría su presentación en la Theoria Motus reflejar una derivación distinta a la que llevó a cabo? ¿Cuándo empezó a examinar el problema astronómico en la forma que lo hace para aplicarlo a su determinación de la órbita de Ceres? Si es así, dada las naturaleza de las observaciones disponibles de Ceres, ¿podría su método de series hipergeométricas haberle proveído una diferencia crítica en su determinación sobre los intentos de otros? ¿Habría algo en sus investigaciones astronómicas que lo haya confrontado e impulsado al desarrollo de tal método? O ¿desarrolló su método en investigaciones previas, capacitándolo para aplicarlo en la astronomía?.


Para iniciar nuestra búsqueda de las respuestas a estas preguntas, familiaricémonos con el problema con que Gauss se confrontó.

3. El Problema de Kepler de nuevo.


Volvamos a trazar nuestros pasos a través del problema de la determinación de la órbita a partir de tres posiciones geocéntricas y sus tiempos correspondientes. Irónicamente, la primera pregunta que un niño podría hacer sobre el objeto celeste -¿qué tan lejos está? -también es la primera pregunta que debemos responder. ¿Qué medios tenemos para determinar tal distancia? No importa que tan alto escalemos, el objeto parece que no cambia su distancia aparente de nosotros. No tenemos métrica terrestre disponible para dimensionar el problema. Así, el reto inicial que confronta al que indaga  es la de determinar que métrica es intrínseca a la naturaleza de la acción en cuestión. Afortunadamente no estamos limitados por medidas lineales ya que Kepler nos proporcionó su proeza.

Mientras uno contempla un objeto del Sistema Solar, con Kepler uno conoce con certeza que ese objeto expresa todos los principios armónicos que, como Kepler descubrió, limitan todas las partes en una unidad. Aunque no sepamos qué tan lejos está un planeta, sabemos que esa distancia está limitada por la órbita entera, y que la órbita misma está limitada por las características armónicas de un sistema solar. De la Astronomia Nova de Kepler sabemos que la distancia de un planeta al Sol es un quantum de la acción de barrer áreas iguales en tiempos iguales. De Harmonice Mundi de Kepler sabemos aún más, que dos quantums, el de la distancia de la Tierra al Sol y el de la distancia del planeta al Sol, están relacionados uno al otro por los respectivos ejes mayores o parámetros. Consecuentemente, mediante el conocimiento de esta métrica armónica es que somos capaces de ascender para medir la distancia de un planeta desde la Tierra.


Sin embargo, por grande que este ascenso pudiera ser, no es la única montaña conceptual que debe ser escalada. Una vez que obtengamos las distancias del planeta a la Tierra, aún queda mucho por hacer. Al ir de una perspectiva geocéntrica a una heliocéntrica esto se evidencia como un tema de trigonometría esférica. Una vez eso se logra, aparecen al buscador dos primeros elementos como los recursos necesarios, la inclinación del plano orbital a la eclíptica y la longitud del nodo. Aunque después, tanto el paso apresurado como el paso seguro serán de igual manera interrumpidos en sus  trayectorias para, de nuevo, que un problema ancestral les demande pagar su reverencia y dedicar algunos momentos solemnes de su peregrinaje para comprender incomprensiblemente lo incomprensible. 
3.1 Homenaje a Gauss


Gauss le provee al lector de su Theoria Motus una introducción a este viejo problema en el § 84 de la manera siguiente:


Dado que es posible determinar la órbita entera por dos radios vectores dados en magnitud y posición junto con un elemento de la órbita, también puede determinarse el tiempo en el que el cuerpo celeste se mueve de un radio vector a otro... Por tanto, a la inversa, es aparente que dos radios vectores dados en magnitud y posición, junto con el tiempo en el que el cuerpo celeste describe el espacio intermedio, determinan la órbita completa. Pero este problema, considerado entre los mas importantes en la teoría de los movimientos de los cuerpos celestes, no se resuelve fácilmente ya que la expresión del tiempo en términos de los elementos es trascendental, y más aún, es muy complicado. Es por mucho lo mas meritorio de ser cuidadosamente investigado… 

Entonces, tomando el consejo de Gauss, es este el problema que aquí nos dedicaremos a resolver con la esperanza de que podamos lograr lo que Gauss consideraba tan digno y valioso de nuestro esfuerzo. Antes de tomar directamente el reto “tan complicado”, primero familiaricémonos con el problema demostrándonos a nosotros mismos que la primera parte de la declaración de Gauss es de verdad posible. Esto es,  tomemos primero el problema de determinar una  órbita empezando del caso donde ya obtuvimos la magnitud de los dos radios vectores junto con uno de los elementos. Después de lograr esto, debemos intentar invertir el proceso.


Para empezar, un ejemplo será el más apropiado para nuestros propósitos. Tomemos el caso directamente del cálculo de Gauss de la órbita de Ceres, los elementos que fueron presentados por Von Zach en el número de diciembre de la Monatliche Correspondenz.
  Para la determinación, Gauss utilizó las tres observaciones de los datos de 1801 de Piazzi. Si tomamos para el cálculo los radios vectores de la dos observaciones externas, entonces deberíamos llegar a un tiempo transcurrido calculado de 40.8949120 días.

	Fecha
	H
	’
	’’

	Enero 01
	8
	43
	    17.8

	Enero 21
	7
	24
	      2.7

	Febrero 11
	6
	11
	    58.2



Sean los radios para la primera y tercera observaciones r = 2.7337947, r' = 2.7685475, y el ángulo entre ellos sea q = 8° 49' 24.09'' o, expresados en partes del radio q = 0.1539967. Tomemos el semiparámetro como nuestro elemento dado, sea p = 2.7551305. Si expresamos el radio en términos de la anomalía verdadera, encontramos la siguiente relación:
[image: image1.png]



donde e y v denotan la excentricidad y la anomalía verdadera, respectivamente.

Separando nuestras cantidades conocidas, tendremos dos relaciones:
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¿Qué podemos extraer de estar relaciones? Primero, ya que sabemos que la excentricidad debe ser positiva, los signos de los cosenos, junto con la presunción que las observaciones ocurrieron en tiempos sucesivos, nos dan un discernimiento de las posiciones cualitativas de estas observaciones respecto al perihelio. Esto es, dado que el coseno es positivo, y la distancia al sol es menor que el semiparámetro, para la primera observación, podemos concluir que la observación debió ocurrir cuando el planeta estaba más cerca del perihelio que del afelio. Aún más, dado que la siguiente observación, que es solo un poco más de 8° más allá de la primera, tiene un coseno negativo y tiene una distancia del Sol mayor que el semiparámetro, el planeta debió haber pasado el cuadrante en la dirección del afelio. Así, ya sabemos algo cualitativo respecto a estas posiciones con respecto a la órbita entera.
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Todavía no sabemos cuantitativamente el valor de e o de las anomalías verdaderas, así que debemos buscar ver si estas relaciones formadas de nuestras ecuaciones pueden derivarse de algo que conocemos. Reexaminando las ecuaciones, 
e cos v = 0.0041465 y e cos v' = -0.0084582,

nos podemos dar cuenta que es posible trasladar estas relaciones en un círculo con radio e y ángulos = v, = v'.
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Si establecemos e cos v = x, y  e cos v' = y, entonces podemos probar la relación:
 

e sin(v’-v) = √(x2 +y2 -2 x y cos(v’-v))
De aquí la excentricidad será fácilmente calculada, esto es la ecuación 
[image: image5.png]= .0819604,




donde q = v' – v


Ahora, conociendo la excentricidad, nuestras ecuaciones nos producirían valores de las respectivas  anomalías verdaderas para esas posiciones, v = 87° 6’ 0.18” y v' = 95° 55’ 24.28”, y v = 1.5201827 y v' = 1.6741794, en partes del radio. El semiparámetro también lo podemos convertir en el semieje mayor, a, ya que p = a cos2f, donde f denota el ángulo en el que el seno es igual a la excentricidad o cos f = √(1-e²). Así a = 2.7636956.


Estableciendo la relación entre la anomalía verdadera a la anomalía excéntrica, a cos f sen E = r sen v, encontramos E = 82° 24’ 52.30” y E’ = 91° 13’ 38.48” o E = 1.4384049 y E' = 1.5922177. Las anomalías medias correspondientes a su vez son M = 77° 45’ 34.70” y M =  86° 31’56.82”, o M = 1.3571617 y M' = 1.5102762. Por lo tanto, el movimiento medio es DM = 8° 46' 22.12'' o DM = 0.1531145.

Tenemos la relación
movimiento medio = tiempo transcurrido = ∆ t 

            2π                      tiempo total            a
o
tiempo transcurrido (en años) =  ∆M  a3/2
                                                                                                        2π

Multiplicando esto por el número de días en un año sideral, 365.2563835, obtenemos 40.8949302 días transcurridos. Si comparamos este tiempo transcurrido calculado con el tiempo observado referido, nos allegaremos un medio de determinar lo adecuado de nuestros elementos calculados. Encontramos que el tiempo observado transcurrido fue de 40.8949120. Así la diferencia entre nuestro tiempo transcurrido calculado y nuestro tiempo observado es de 0.0000112 días, o un poco menos de un segundo - ¡Vaya que es un grado muy aceptable de precisión!

3.2 Inversión

 
Parece que no era tan difícil como habíamos esperado. Sin embargo, si recuerdas el capítulo 60 de  Astronomia Nova de Kepler, aunque calcular la anomalía media a partir de la anomalía excéntrica presentó pequeñas dificultades, invertir ese cálculo presenta una tarea insuperable. La pregunta ahora es: ¿Podemos invertir el proceso que hemos completado? Esto es, dados los dos radios vectores, el ángulo entre ellos y el tiempo transcurrido, podemos derivar un valor para el semiparametro,  la excentricidad, o posición del perihelio? 


Si intentamos una inversión simple por pasos, ¿cuál sería nuestro primer paso? En la dirección opuesta, el último paso que hicimos involucró convertir el movimiento medio en un número de días, de tal manera que nuestro primer paso en esta dirección debería convertir nuestro número de días en un movimiento medio. Más aún si vemos la ecuación,
2π ∙ tiempo transcurrido (en años) = ∆M

a3/2
nos enfrentamos con el problema que el valor del semi eje mayor es todavía desconocido. Además, conocer el semi eje mayor implica conocer los parámetros y la excentricidad, ninguno de los cuales tenemos. Así que debemos tratar de expresar el eje mayor en términos de nuestros valores conocidos.  
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Suponiendo que esto es posible, nos enfrentamos con otro problema: una vez obtenido el movimiento medio, estamos acostumbrados a proceder a las anomalías excéntricas. Aquí es donde surge el Problema de Kepler, ya que ahora tenemos una dificultad adicional. Dado que no conocemos ninguna de las posiciones medias independientemente, sino solo su diferencia, debemos tomar la tarea más difícil de encontrar la diferencia en las anomalías excéntricas. 
∆M = ( E’ – e sen E’) – (E – e sen E)


Ahora el lector debe, apropiadamente, cuidarse de tomar este camino, porque al igual que en el Problema de Kepler original, de encontrar una anomalía excéntrica única a partir de una anomalía media única, esto no podría ser resuelto explícitamente, sino solo podría ser aproximado por un proceso iterativo. Ahora, en lugar de simplemente resolver el Problema de Kepler para un tiempo único, debemos encontrar una solución al problema para dos tiempos, los cuales son desconocidos, aunque conocemos su diferencia.  

Aquí empieza a sugerirse a sí mismo algo completamente profundo que subyace al problema que estamos enfrentando. Porque en este momento, la diferencia entre un movimiento elíptico geométrico simple y el principio eficiente de la acción del movimiento elíptico físico encontrado en el movimiento de los planetas se nos presenta como aparentemente irreconciliable. Aunque la expresión de esta acción física como un todo se puede revestir a sí misma en lo que muchos consideran ser una figura geométrica simple, el desenvolvimiento temporal de esta acción trasciende completamente cualquier intento de identificación de ella con su apariencia empírica. Irónicamente, Kepler fue exitoso en identificar la naturaleza de tal acción (y además comunicarla a sus semejantes), como lo atestigua su Astronomia Nova, sin embargo, fundamentalmente su comprensión de eso podía solo ser establecida en la forma de una paradoja.  

Uno objetaría, “¿Pero no conocemos las leyes del movimiento planetario?” “¿Esas no han sido definidas precisamente?” “¿Cómo podría Kepler afirmar haber descubierto un ‘principio’, si no es capaz de expresarlo matemáticamente?” “¿Cómo puede uno considerar conocer algo, si todo lo que realmente conoce es que no lo conoce?”

Por ahora, dejemos que el lector intente esta trayectoria por si mismo (aunque regresaremos a este carril cuando abordemos directamente el enfoque de Gauss). 
3.3 Otra Ruta 


En este punto intentaremos rodear esta dificultad investigando la aplicabilidad de una técnica de aproximación. El lector debería ya haber encontrado una aproximación técnica para este problema, el cual no será tratado aquí
. Para propósitos pedagógicos, introduzcamos otro enfoque. 

Después de que Kepler había demostrado devastadoramente en su Astronomia Nova de lo inútil de adherirse a modelos meramente geométricos para comprender los movimientos de los planetas, procedió a introducir un nuevo modo de investigación para la astronomía: hipotetizando la causalidad física. Con este concepto de la cognosibilidad de la causalidad física, arribaría a una nueva hipótesis que transformaría toda la investigación astronómica en adelante. Aunque admitió temprano, en su Mysterium Cosmograhicum, que la hipótesis singular a la que había llegado de que los movimientos planetarios localizan su fuente y ordenamiento en el Sol, no era totalmente nueva, sino mas bien una reencarnación del conocimiento Pitagórico.       


Kepler empieza a desarrollar esta hipótesis para el lector de su Astonomia Nova  en el capitulo treinta y dos. En función de  establecer la existencia de tal relación causal, investiga la interacción del movimiento angular de un planeta, tanto con respecto al centro de la orbita como respecto al Sol, con la distancia del planeta al Sol. Por medio de esta investigación es capaz de demostrar que el efecto de aceleración y desaceleración del planeta a lo largo de diferentes partes de su orbita, el cual previamente había sido solo tratada geométricamente, podría ser el resultado de un principio físico. Aunque en este punto, aún no ha establecido la forma del movimiento resultante del recorrido, sino solo como cambiaba el movimiento.   

Estas relaciones diferenciales, las cuales establece en el Capítulo 32, especificaron que el ángulo sobre el centro cambia inversamente proporcional a la distancia desde el Sol, y, consecuentemente, que el ángulo sobre el Sol cambia en una proporción inversa al cuadrado de la distancia desde el Sol. En los siguientes capítulos (33-38), Kepler comienza a investigar cual debe ser la naturaleza del planeta y del Sol, en orden de que tales relaciones puedan existir. Después de esto, mucho del resto de Astronomia Nova está dirigida ha investigar que movimiento satisfacerá tales relaciones diferenciales- esto es, que figura genera esas relaciones diferenciales
. 

Aunque los resultados de Kepler han sido extraídos de su Astronomia Nova y reducidos a la forma de “Leyes” (i.e., movimiento elíptico y área igual, tiempo igual), estas relaciones diferenciales aun subyacían a las representaciones analíticas que eran prevalecientes por los días de Gauss
. Específicamente, se puede mostrar que la segunda de estas relaciones, la del ángulo sobre el Sol con la distancia desde el Sol, se encuentra expresada como 
​ dv = a∙b
dM      r2

donde v es la anomalía verdadera, M la anomalía media correspondiente, a y b  los semi ejes mayor y menor respectivamente, y r la distancia desde el Sol. Es esta simple relación, como Kepler supo, la que intentaremos usar aquí en función de resolver nuestro problema. 


De lo que aprendimos sobre el análisis diferencial encontrado en la aplicación de Gauss de procedimientos en su análisis de técnicas de aproximación, podemos saber que, en el infinitesimal, esta relación es una representación precisa de la naturaleza de la acción que está ocurriendo. Esto es, si la diferencia entre los dos tiempos de observaciones se considera infinitesimalmente pequeña, esta relación permanecerá verdadera. Aunque, como advertencia, cuando procedemos en lo finito, estas relaciones solo pueden proporcionar una aproximación de la verdad, y son así susceptibles a error significante.   

Ahora, veamos lo que podamos hacer de esto para nuestros propósitos. 


Donde el tiempo transcurrido entre nuestras dos posiciones es infinitamente pequeño, entonces el ángulo entre ellas, el cual conocemos, sería dv. Además, el producto de los dos radios entonces diferiría infinitamente poco del cuadrado de cualquiera de los radios. La última parte a ser desarrollada sería dM. Por esos valores sabemos que 
Anomalía Media  =  Tiempo Transcurrido
         2 π                   Longitud del Periodo

o
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Derivando ( es decir, tomando nuestro tiempo transcurrido como infinitamente pequeño) tenemos 

[image: image8.png]aM =2 2L,

at




Substituyendo este valor por dM en nuestra ecuación llegamos a 
[image: image9.png]dv acos? ¢





donde b = a cos (. De esto obtenemos un valor para el semi parámetro 
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Si extrapolamos esta ecuación en el finito, ¿proporcionará esto una aproximación adecuada para el semi parámetro? Uno debería poder analizar esto con las herramientas que Gauss demostró en su Summarische Uebersicht, donde aplica análisis infinitesimal para determinar la exactitud de tales aproximaciones. 


Sólo para verificar con algunos ejemplos, aquí estarían los resultados donde usamos las tres observaciones escogidas por Gauss (de nuevo usando la comparación de tiempos observados para calcular tiempos transcurridos como una métrica para nuestro error):



	
	Parámetro Calculado
	Tiempo (días)           Calculado
	     Error 

(segundos) 

	Enero 1
a Enero 21
	2.7451372
	19.9949538
	        1

	Enero 21
a Febrero 1
	2.7451019
	20.9500620
	        9

	Enero 1
a Febrero 11
	2.7450844
	40.8952763
	       31



Aun en esta pequeña tabla se puede ver la tasa a la que se acumula el error en tanto las observaciones son mayores en número y muestra lo inadecuado de la técnica en general. Para ángulos pequeños el primer método aportado por Gauss sería sensiblemente adecuado. Sin embargo, sin considerar el grado de adecuación existe algo insatisfactorio en cualquiera de los dos métodos: ambos eluden la cuestión de la acción sustancial que realmente está ocurriendo. Aunque estos métodos pudieran emplear otras relaciones de principio que existen en el movimiento planetario, ninguno intenta desarrollar la relación exacta que existe entre el cambio en el tiempo y el cambio en la anomalía excéntrica. En ambas técnicas se procede a una aproximación sin investigar la unicidad de las relaciones orbitales mismas. De esa manera, pudieran responder una cuestión pero dejan sin remover  una piedra con la que tropiezan.


Reunámonos con Gauss y abordemos de nuevo la cuestión de cuando él empezó a investigar este problema en una forma mas de principios. Para este fin, tal vez su correspondencia pueda proporcionarnos algún discernimiento. 

4 El Diálogo 


En la presentación de Gauss de su método para la determinación de orbitas planetarias, que envió a Olbers, donde cubre el tópico de cómo determinar los elementos de un planeta dados dos radios vectores en una orbita, aparentemente hace desviaciones muy pequeñas de lo que había sido el procedimiento estándar hasta ese entonces
. Olbers, aparentemente ansioso de incitar al joven Gauss en el desarrollo de nuevos métodos en este aspecto de determinación de orbitas, escribe, en su carta del 11 de septiembre de 1802:

XII. Tus métodos para determinar la orbita desde u, u”, r, r” y específicamente 3., son muy buenos, ingeniosos y útiles. Sin embargo, me ocurrió lo siguiente. Es bien sabido que D´Alambert ha dado unas series muy elegantes para encontrar el tiempo en el que el sector elíptico es recorrido a partir de la cuerda, los radios vectores y el eje mayor. Llega a sus series sintéticamente. Lagrange también la probó analíticamente en las memorias de la Academia de Berlín en 1778. Así debe haber también una serie invertida en el tiempo, la cuerda y ambas distancias para encontrar el eje mayor. Esto sólo dependerá de si esta serie es calculable y suficientemente convergente. Si esto último no fuera el caso para una serie para a, entonces quizá pudiera ser para 1/a. Yo aún no he intentado esto, pero me temo que estas series sólo devendrán fuertemente convergentes, si a es muy grande en comparación a r y r’. De otra manera sería bueno, yo creo, si a fuera encontrada directamente mediante una serie, y probablemente todos los otros elementos sin mayor esfuerzo.

Aunque Gauss no responde a esta sugerencia de Olbers en su siguiente carta ya que estaba ocupado respondiéndole a Olbers otras cuestiones, debió haberle “llenado el ojo”. En su siguiente carta, del 21 de septiembre de 1802, Gauss le responde:
XII. Me gustó mucho tu sugerencia de representar el semi eje mayor (o cualquier otro elemento) por medio de una serie y lo consideraré más adelante, aunque me temo como tú, que ésta sólo sería ventajosa para uso práctico en casos especiales. Para uso práctico encuentro más ventajoso el tipo de procedimiento que me comunicas para determinar el parámetro por aproximación y es el que usaré. Lo pongo de la siguiente manera:
v" - v = δ
 el movimiento medio de [image: image11.jpg]


  en in tempore ausque ad " = M 

r" / r = tan (45o ± )       Semi-parámetro = p

Entonces, en la medida que δ no sea demasiado grande,
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Es siempre extremadamente exacta, y 
[image: image13.png]



es casi tan exacta, pero mas conveniente calcular.


Desearía que tú mismo hicieras el intento para que veas por ti mismo que tan conveniente y rápidamente puede uno calcular con esta fórmula. Con mis últimos cálculos de la orbita de Palas, donde   fue 24.5°, yo había usado el otro método puesto que ya conocía los elementos, e hice dos posiciones falsas para el afelio, en donde log p= 0.4158612. Por curiosidad, derivé p de acuerdo a la misma para ver que tan exactamente me darían p estas fórmulas de aproximación. La primera dio log p = 0.4158612; la segunda = 0.4158535.
Gauss parece emocionado de compartir con Olbers esas variaciones de fórmulas previas, especialmente dado que representan un nuevo grado de unión entre facilidad de cálculo y grado de exactitud, dos virtudes tenidas en alta estima para el calculador. Aunque, como se puede ver, la sugerencia de Olbers aun quedaba por ser investigada.

Antes de probar por sí mismo las nuevas fórmulas de Gauss, Olbers envió su respuesta en una carta del 10 de octubre de 1802:


Entre más considero tu método para encontrar el parámetro de v, v", r, r", lo encuentro más fácil y atractivo; en tu última carta haz hecho el cálculo mucho más conveniente. No, una serie para a o k etc. puede ciertamente nunca ser tan útil para el cálculo. Tan pronto tenga el tiempo, y también la ocasión, intentaré calcular un ejemplo de acuerdo a tu método, tan sólo para practicar; porque al principio esto puede resultar para mi como la espada de Scanderberg.
 La verdad, la certeza y precisión con la que ahora calculas de acuerdo a tu fórmula es muy difícil para mí. Yo equivoco los cálculos fácilmente, especialmente en cuestiones menores que no  surgen inmediatamente en los resultados.

De esta manera, Olbers le concede la superioridad al enfoque de Gauss en tales prácticas computacionales, y se retracta de su sugerencia original desechando la utilidad de aplicar series para resolver el problema. En ese estado se quedó el problema durante algún tiempo, cuando lo que se discutió entre Gauss y Olbers. Eventualmente, el tema de la determinación de una orbita se encuentra ausente en sus discusiones en la medida que su atención se desplaza hacia cosas más apremiantes como el problema de las perturbaciones, la colocación de Gauss en algún puesto ya sea en Göttingen o San Petersburgo, y el creciente entusiasmo de Gauss por hacer sus propias observaciones, especialmente geodésicas.

En una carta del 29 de octubre de 1805, Gauss, en una breve nota, dice que está preparando la elaboración de su trabajo sobre la determinación de órbitas, aunque su mayor preocupación en ese entonces son consideraciones sobre perturbaciones y cuestiones aritméticas. Aparte de ese indicio, no dice más clarificador sobre si está persiguiendo algo nuevo en el campo de la determinación de órbitas o sólo está refinando lo que antes le había presentado a Olbers. 

Después de un largo silencio sobre el asunto, en una carta del 3 de febrero de 1806, Gauss le comunica a Olbers que tuvo la oportunidad de reconsiderar la tarea de determinar una orbita y le ha producido algunos frutos valiosos:

Este año he trabajado diligentemente en mi método para determinar órbitas planetarias; aunque no tanto aun para la elaboración, como a un mayor refinamiento de aspectos individuales del mismo. En mucho por mi buena fortuna, yo creo, y no por mi menor [determinación] he obtenido una forma completamente diferente a la previa, aunque tendría alguna alegría con ello, al igual que con todo el trabajo, no tengo esperanza de escribírtelo. Los principios mejorados pertenecen al problema de determinar los elementos planetarios a partir de dos posiciones heliocéntricas en la orbita, junto con las distancias al sol. Dado que tú siempre has recibido mis comunicaciones sobre estos trabajos, aquí al menos te transcribo los resultados, dado que no tengo la quietud suficiente para una disertación coherente.

Gauss procede a describer sus resultados a Olbers. Aunque los resultados prácticos en su transcripción a Olbers coinciden con lo que presenta en su Theoría Motus, no menciona para nada las relaciones descubiertas con series hipergeométricas y el subsecuente desarrollo de las mismas en una fracción continuada. Sin embargo, indica que él considera que son observaciones completamente nuevas sobre el movimiento elíptico, que nos serán útiles para tratar de reconstruir su descubrimiento.

Durante dos meses, Olbers no tiene oportunidad de responder a Gauss, y cuando lo hace, el 29 de abril de 1806, la nueva solución encontrada por Gauss no ocupa mucho su atención:

Tus fórmulas para determiner los elementos de un planeta a partir de dos posiciones heliocéntricas en la orbita y las distancias, me han deleitado. En su mayor parte son muevas, bellas y convenientes.


Para nuestro desencanto, Olbers nunca inquiere a Gauss sobre este enfoque como lo había hecho con el Summarische Uebersicht, el cual mucha de su elaboración se fundamenta en el diálogo entre ambos en respuesta a un escrutinio incansable por parte de Olbers.

De esta manera, parece que estamos a la deriva de nuestra propia especulación. Sin embargo, en todo ello encontramos algunas respuestas parciales a algunas de nuestras preguntas:

1. Parece haber desarrollado su solución singular al problema en cuestión entre octubre de 1805 y febrero de 1806,.
2. Si eso es verdad, entonces significaría que ese método no fue el que empleó en la determinación de la orbita de Ceres.
3. Olbers lo había animado a un examen renovado del problema, pero Gauss no atiende de inmediato su consejo, aunque podría haberlo recordado cuando empezó a reexaminar su método de determinación.

Al mismo tiempo, aunque pudiéramos haber contestado algunas preguntas, también nos enfrentamos con algunas nuevas: ¿Fue su enfoque completamente nuevo, o siguió el consejo de explorar una inversión de las soluciones de D’Alambert y LaGrange? Viendo como, en la presentación encontrada en la correspondencia, no menciona series o fracciones continuas ¿quizá aún no había desarrollado su entendimiento de las series hipergeométricas?

Con todo esto como introducción histórica, procedamos ahora a como enfocó Gauss este problema. 
5. La Estructura


Es tiempo de ponerse a trabajar. Esta sección del presente escrito, aunque realiza todo lo que Gauss presentada en § 88 de la Theoría Motus, está producida desde el punto de vista de cómo las ecuaciones proporcionadas en esa sección debieron haber sido desarrolladas geométricamente. Dejaremos eso a la perspicacia del lector que, comparándola con § 88, deberá juzgar a qué enfoque es mas plausible el desarrollo de los resultados de Gauss
.

Por razones de brevedad, desde rl principio adoptaremos algunas de las abreviaciones que adoptó Gauss en la Theoria Motus:
v’- v = 2f
E’ – E = 2g

E’ + E = 2G

donde v, v’ son las anomalías verdaderas, y E, E’ las anomalías excéntricas en los tiempos t, t’, respectivamente. Confiamos en que el desarrollo descubrirá plenamente la utilidad de esas abreviaciones.

Ahora regresemos a nuestro problema inverso. Por Kepler sabemos que M = E – e sen E. Sin embargo, ahora examinaremos la diferencia entre dos anomalías medias, o, para ponerlo de manera más simple, el movimiento medio. Estableciendo esto en términos de las anomalías excéntricas correspondientes, nuestra ecuación deviene así 
M' - M = E' - e sin E' - (E - e sin E)


Físicamente esto traslada dentro del sector lo que es la diferencia entre los dos sectores elípticos barridos por el planeta. Examinando esto geométricamente podemos situarlo proporcionalmente en el círculo excéntrico
, tomando los radios como unidad. Al hacer esto, uno encontrará que el área de la diferencia entre los dos sectores, ahora en el círculo excéntrico, adopta la expresión equivalente 
M' - M = 2 g - 2 e sin g cos G

[image: image14.png]




Esto será sometido a una transformación posterior, pero primero debemos hacer una observación sobre la relación entre la diferencia de las anomalías verdaderas y la de las anomalías excéntricas. Esta relación se puede obtener comparando dos expresiones diferentes de la cuerda entre las dos posiciones sobre la elipse. 

Primero, la cuerda, que denotamos por c, se puede expresar por la relación Pitagórica involucrando las anomalías excéntricas. 

(a cos E' - a cos E)2 + (b sin E' - b sin E)2 = c2


Después, la cuerda también se puede expresar mediante la relación Pitagórica generalizada de la diferencia de las anomalías verdaderas. 

r2 + r' 2 -2 r r'cos 2 f = c2.

[image: image15.png]



Así uno tiene la identidad
r2 + r' 2 - 2 r r'cos 2 f = (a cos E' - a cos E)2
+ (b sin E' - b sin E)2


Aunque tedioso, no es imposible intentar obtener la reducción de esta ecuación. Para delinear la reducción, en el lado derecho, b2 será remplazada por su equivalente, a2 ∙ (1 – e2), donde e es la excentricidad. Esto nos ayudará a consolidar algunos de los términos trigonométricos que aparecen en el lado derecho. En el lado izquierdo es útil sustituir, en lugar de cos 2f, la identidad 2cos2 f  -1. Al hacerlo, surgirá el termino 2rr’, que entonces se puede combinar con r2 + r’ 2 para formar (r + r’)2.  Ahora estamos en nuestro camino, pero primero nuestro trayecto debe divergir a otra relación geométrica no tan manifiesta, la cual, una vez incluida, conducirá esta reducción para llegar a una verdad muy elegante.     

Ahora que hemos logrado la consolidación (r + r’)2 en nuestra reducción, nuestro siguiente gran paso será poner la expresión r + r’ en términos de la diferencia en la anomalía excéntrica. Uno deberá recordar de la construcción original de Kepler de la elipse que la longitud del radio fue construida realmente a partir de la distancia diametral 
.  
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Con ayuda del diagrama, podremos concluir que el exceso de uno de los radios sobre a – a ∙ e∙ cos g cos G  es exactamente igual al defecto del otro radio abajo a – a ∙ e∙ cos g cos G. 
Así resulta 

r + r' = 2 a - 2 a · e · cos g cos G


Tomando este resultado regresemos a nuestra reducción, multiplicando su cuadrado y sustrayendo el resultado de ambos lados, el lado derecho de la ecuación deberá consolidarse en -4(a( cos g –e ∙ cos G))2, produciendo el resultado 
r r' cos2 f = (a (cos g - e · cos G))2

o 
[image: image17.png]cos f=a(cosg —e-cosG).





Es esta relación la que nos regresará entonces a nuestra investigación, pero primero, tomemos una pequeña desviación desde nuestra trayectoria principal para explorar una relación mas interesante y bella, solo un lado de lo que justo ahora empezamos a examinar.  
5.1 Una pequeña desviación
de grandes proporciones 

Ahora tomémonos un momento para examinar el triangulo entre el Sol y dos posiciones sobre la orbita. ¿Cómo podemos expresar su área? Una expresión, y tal vez la mas simple, es la que abarca la diferencia en las anomalías verdearas junto con los radios; específicamente, 

(rr’sen 2f.


¿El área de este triángulo se puede expresar también en términos de las anomalías excéntricas? Si regresamos a la relación que toda elipse tiene a su círculo excéntrico, recordaríamos que la proporción entre el triángulo en la elipse al triángulo proyectado al círculo excéntrico es igual a la proporción entre el eje menor de la elipse a su eje mayor (que es igual al diámetro del círculo excéntrico),  o cos φ : 1 
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Así, si podemos encontrar una expresión para el triángulo en el círculo excéntrico, entonces reduciendo esto por un factor de cos φ  obtendremos otra expresión para el triángulo en la elipse.  

Si consideramos la cuerda entre las dos posiciones sobre el círculo excéntrico como la base del triángulo, la cual se puede ver fácilmente que es 2 sen g, entonces necesitamos solo encontrar la altura del triángulo. Sin mucha dificultad podemos concluir que la altura del triángulo resulta ser a cos g – a ∙ e cos G.   
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Por lo tanto otra expresión para el área del triángulo en la elipse es 
cos φ(a sen g) (a cos g – a ∙ e coseno G )


Combinando estos dos resultados, tenemos
½ r r’ sen 2f = cos φ ( a sen g)(a cos g – a ∙ e cos G ) 
¿Parece familiar algo de esto? Sobre todo si la expresamos de la siguiente manera: 
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Ahora, si aplicamos la identidad que encontramos inmediatamente antes de nuestra desviación, encontramos la relación entre los senos de las anomalías verdadera y excéntrica es 
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Literalmente, que antes ¡estábamos viendo sólo un lado! Aunque, ¿qué significa esto geométricamente? ¿Dónde encontramos la media geométrica entre los radios en esta construcción?

Siendo esto una desviación, el autor deja estas cuestiones para que sean exploradas por el lector por sí mismo. Sin embargo, sería algo de valor notar que estas relaciones entre los senos y los cosenos de las diferencias de las anomalías verdaderas y excéntricas son precisamente las que Gauss dice haber descubierto primero.
5.2 Cuesta Arriba

Regresando a la trayectoria principal, recuerda que identificamos la relación, 

[image: image22.png]1 cos f = a(cosg — e - cos G),





Y ahora tenemos que aplicarla en nuestra derivación. La dejamos con la ecuación para el movimiento medio
M' - M = 2g - 2e sin g cos G.


Sustituyendo esta ecuación 

[image: image23.png]cos f — cosg






Obtenemos, después de la reducción 

[image: image24.png]M’ — M = 29— sin2g + 2cos





En este punto, pudiera parecer que aunque habíamos dado pasos geométricos individuales, pero que estamos perdiendo la geometría del todo. Sin embargo, si nos tomamos un momento para descifrar eso a lo que hemos llegado, encontraremos que esto también tiene un significado muy intuitivo.

Por ejemplo, sería obvio que 2g aún es el sector en el círculo medio (i.e., con radio unitario), el cual es barrido desde el centro en el tiempo t a t’.
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En seguida, se puede observar que sen 2 g, tomado en este círculo, es equivalente al área del triángulo del arco de este sector. Más aún, es claro que 2g – sen 2g es idéntico al segmento circular creado por la cuerda entre las dos posiciones sobre el círculo excéntrico con radio unitario.
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Finalmente, sin mucho esfuerzo será evidente, dado que el movimiento medio consiste del sector tomado desde el punto excéntrico
 sobre las ápsides, que la parte remanente de la ecuación, 2 cos f sen g ((r r') / a, debe ser igual al área del triángulo entre las dos posiciones y el punto excéntrico.
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También asegúrate no olvidar que estas áreas son proporcionales a las áreas físicas barridas por el movimiento real del planeta en la proporción de 1: a(b.
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Esta construcción formará la base para la solución de Gauss para nuestro problema, pero aún existen algunas transformaciones algebraicas que se deben hacer antes de llegar a ser  aplicables directamente a nuestro problema.
5.3 El ascenso final


El autor debe advertir al lector que aunque estos pasos finales implican más reducciones que requieren sustituciones algebraicas, etc., ya hemos logrado la forma esencial que será la base para la aplicación de las series hipergeométricas de Gauss. Así, es importante recordar que pese al revestimiento aparentemente intuitivo que adopta este último paso, la representación final no eludirá expresar lo que ya ha sido alcanzado.

Si uno se toma un momento para reflexionar sobre la naturaleza del problema que nos propusimos resolver, la cuestión de a donde debe uno proceder empieza a revelarse por sí misma. De esta manera, si consideramos lo que hasta aquí hemos construido, aun nos queda un problema central por clarificar. Para ello, debemos tener en mente el propósito fundamental de las matemáticas mismas: llevar lo que es indeterminado o desconocido en magnitud a una relación singular cognoscible respecto a lo que ya es conocido. O, como lo establece Kepler en la Armonía del mundo, “conocer es medir mediante una medida conocida”. En términos prácticos, esto se traduce a reducir nuestra ecuación en una expresión de un individuo desconocido en términos de lo que ya habíamos numerado.

Atendiendo al planteamiento original del problema: “parece que dos radios vectores dados en magnitud y posición, junto con el tiempo en el que el cuerpo celeste describe el espacio intermedio, determina la orbita completa”. Aunque no procederemos inmediatamente a partir de estas magnitudes conocidas a uno de los elementos de la orbita, intentaremos traer a ser cognoscible una magnitud actualmente indeterminada (i.e., la diferencia en la anomalía excéntrica), la cual nos capacitará para proceder directamente al cálculo de los elementos orbitales. Por lo tanto, la tarea final ante nosotros es eliminar el remanente desconocido en nuestra ecuación, de tal manera que todos los remanentes serán nuestras magnitudes conocidas y esta sola será una desconocida aislada.

Escudriñando nuestra ecuación,
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Existen dos desconocidos inmediatos, los cuales realmente se reducen a uno y el mismo. Del lado izquierdo de la ecuación, aún no conocemos el movimiento medio, pero sólo el movimiento terrestre, o el cambio ocurrido medido en tiempo terrestre. Del lado derecho, también dependemos todavía del valor del semi eje mayor, el cual es uno de los elementos que deseamos adquirir. Para el primero, debemos recordar que Kepler había descubierto una conmensurabilidad armónica muy importante entre el movimiento medio de un planeta y la medida del movimiento temporal de la Tierra. Esta fue la ley de las tres mitades:
Movimiento Medio = t’ - t
            2 π                  a3/2

o, para nuestros propósitos, 
Movimiento Medio = 2π (t’ – t)

                                      a3/2

Dado que en ambos lados de la ecuación debemos resolver el valor del semi eje mayor, procedamos a ello.

Antes habíamos derivado la relación r + r' = 2 a - 2 a · e cos g cos G , la cual, si  expresamos cos G con nuestra otra relación((r r') cos f = (cos g - e cos G) a, se convertirá en
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Por lo tanto
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la cual no provee una expresión con sólo cantidades conocidas y sólo la desconocida g. Como es probablemente aparente a primera vista, llevar este valor a nuestra ecuación sería tramposo lo cual requiere clarificación. Como precaución, Gauss sugiere primero remplazar el cos g por su  forma idéntica 1   2 sen2 (1/2) g y consolidar el numerador en un producto, lo cual hará más simple separar los términos una vez que los elevemos a la potencia 3/2.
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Finalmente, sustituyendo su valor por a en nuestra ecuación obtendríamos, si llevamos todas las magnitudes que incluyen a la incógnita g al lado derecho, el resultado final
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Si bien uno problemático. Por razones de brevedad, Gauss recomienda consolidar todas las magnitudes conocidas en los símbolos l y m, denotando
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y
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Arreglando así nuestra ecuación en una forma tal que podamos recibir con más claridad la relación particular entre las formas de la magnitud conocida con la conocida. Así, obtenemos
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la cual corresponde a la ecuación [12] de Gauss en § 88 de la Theoria Motus,
 y también a la ecuación I. en su correspondencia con Olbers. En su correspondencia sostiene que esta ecuación es “enteramente nueva”.

El lector atento habrá notado en su derivación que esta ecuación aún mantiene su proporcionalidad original, pero que necesitando establecerla en sus propios términos, Gauss mismo está tan inspirado por esos resultados que no puede resistir aludir al significado físico mismo. En § 95, después de mostrar como los elementos orbitales se pueden derivar de la solución a su ecuación, proclama

Esta observación es de gran importancia y elucida de manera bella ambas ecuaciones 12, 12*: porque en la ecuación 12 las partes m, (l + x)1/2, X (l + x)3/2,..., son respectivamente proporcionales al área del sector (entre los radios vectores y el arco elíptico), el área del triángulo (entre los radios vectores y la cuerda), el área del segmento (entre el arco y la cuerda), porque la primera área es evidentemente igual a la suma. . .  de las otras dos… 


Ahora hemos obtenido nuestra ecuación, expresando nuestra magnitud desconocida g llevándola a una relación singular en algo que implica sólo lo que conocemos. Sin embargo, permanece la incógnita de si ¿hemos realmente medido g? Es decir, esta ecuación nos proporciona una relación conmensurable para nuestra magnitud desconocida? De hecho, a esta ecuación explícitamente trascendental subyace una inconmensurabilidad crucial. Parece entonces que vamos bien en nuestra trayectoria a comprender incomprensiblemente lo incomprensible.
6. Encontrando nuestra orbita trascendental 


Gauss bien pudo haberse detenido aquí, y que esto es verdad, será demostrado en esta sección. Aquellos familiarizados con el Problema de Kepler deben recordar que aunque Kepler no pudo llegar por sí mismo a una solución explícita para el problema de la relación entre la anomalía media a la anomalía excéntrica, no estuvo del todo carente de medios para llegar a resultados prácticos. En efecto, sabemos por la publicación de las Tablas Rudolfinas que, aun con este conocimiento paradójico de la relación entre el tiempo y el movimiento de un planeta, fue completamente capas de determinar las posiciones de todos los planetas con un grado de exactitud nunca antes logrado. 

Desde el tiempo de Kepler a los días de Gauss, no se había hecho ningún avance fundamental para resolver el Problema de Kepler. Los únicos métodos considerados popularmente como más avanzados a los usados por Kepler, eran los que Olbers había mencionado a Gauss, los de D’Almbert y Lagrange, los cuales reducían el Problema de Kepler a una serie infinita. Sin embargo, irónicamente, fue Gauss mismo quien en su Theoria Motus, § 11, establece el punto de que la solución por series infinitas era realmente mas impráctica y menos conveniente para calcular que las que había sugerido Kepler.


Entonces, tomemos una aplicación de tal método para resolver la ecuación que tenemos entre manos. Gauss describe ampliamente el método para resolver el Problema de Kepler como sigue: 

[La ecuación], E=M + esenE, que tiene que ser referida a la clase de ecuaciones trascendentales y que no admite ninguna solución por métodos directos y completos, debe ser resuelta por tanteo, empezando con un valor aproximado de E, el cual corregido mediante métodos apropiados repetidos con suficiente frecuencia para satisfacer la ecuación antedicha, es decir, con toda la exactitud que admita la tabla de los senos, o al menos con suficiente exactitud hasta donde se pueda llegar. Si ahora, se introducen estas correcciones, no al azar, sino de acuerdo una regla segura y establecida, escasamente existe alguna distinción esencial entre tal método indirecto y la solución por medio de series, excepto que en el primero el primer valor de la cantidad desconocida es una medida arbitraria, lo cual debe considerarse una ventaja dado que un valor elegido adecuadamente permite que se hagan las correcciones  con rapidez asombrosa.

Apliquemos esto ahora a nuestro ejemplo. Reestableciendo nuestros datos, habíamos tomado los radios para la primera y tercera observación como r = 2.7337947, r' = 2.7685475, y el ángulo entre ellos como   = 8° 49' 24".09, o expresado como partes del radio, 
  = 0.1539967. Habíamos calculado nuestro tiempo transcurrido (del tiempo de las observaciones) en 40.8949120 días.

Para empezar, deberíamos calcular nuestro valor de m, dado que hacia él es al que se estará ajustando. Si las cosas van bien (recuerda convertir el tiempo transcurrido a años) nuestro valor debería ser m = 0.05474897.

Después, necesitamos un valor aproximado de g. ¿Dónde encontramos uno? ¿Qué tal en la diferencia de las anomalías verdaderas f? En nuestra circunstancia, esta es una buena suposición.


Denotando nuestra primer aproximación con g0, tomaremos g0 = 4° 24’ 42.045” o, expresado en partes del radio, g0 = 0.07699835, nos producirá un valor para m igual a 0.05478176, el cual designaremos con m0. Esto ya está muy cerca, teniendo una diferencia con el verdadero valor de sólo ∆m0 = m0  m = 0.00003279. 


Ahora, necesitamos determinar qué tanto deberíamos ajustar g0  en función de lograr un cambio en m equivalente a ∆m0. ¿Cómo se puede hacer eso? ¿Podemos saber qué tanto un cambio en g afectará a m? Aunque pudiéramos determinar esto en un intervalo finito, podemos usarlo como una aproximación, la tasa de cambio en la posición g0, esto es, dm/dg. Diferenciando la función
 y evaluándola para g0, la tasa de cambio será 0.35665044. 

Entonces, dado que ∆m0 es la cantidad de cambio en el m requerido, y dm/dg es la cantidad de cambio que ocurre de m a g0, dividiendo el primero por el último obtendríamos un valor aproximado para el cambio necesitado en g0, es decir, ∆g0 = 0.00009195. Con esto, tendremos ahora un nuevo valor g1 = g0 - ∆g0 = 07690640.

Repitiendo el proceso con este nuevo valor, obtenemos m1 = 0.05474898, el cual difiere de m por sólo ¡un dígito en el lugar decimal octavo!

Dado que tenemos la ventaja los sistemas moderno de cómputo, podemos continuar fácilmente a otro ajuste para obtener
g = 0.07690638, or 4° 24' 23".079

lo cual nos da m exactamente.
6.1 La Determinación 


¿Ahora para donde? Bueno, todavía tenemos que ¡atrapar un planeta! ¿Cómo este valor de g nos ayuda a lograr nuestra meta determinada? Si pensamos hacia atrás en todo ese trabajo duro que hemos realizado, recordaremos que en el andamiaje habíamos llegado a expresiones muy elegantes refiriendo las anomalías verdaderas, las anomalías excéntricas y los radios. Implicadas en estas expresiones estaban los semi ejes mayor y menor. Con todas esas herramientas, se captura fácilmente la orbita.
Por ejemplo, tomando la relación 
[image: image38.png]= Vrr'sin f,





ahora sabemos que el semi eje menor debe ser 2.75439986

Desde la relación 
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encontramos el semi eje mayor por ser 2.76369809.


Dado que estos dos tienen la relación 
b = a cos , podemos obtener fácilmente los valores
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El lector podrá notar que estos valores difieren ligeramente de aquellos que calculamos al principio, cuando asumimos el semi parámetro = 2.7451305. ¿Quizá algún se arrastró algún error hasta aquí?

Si el lector aplica su destreza para verificar qué producen estos valores de los elementos para el tiempo transcurrido entre las observaciones, encontrará el sorprendente resultado: 40.8949112 días.

Es decir, ¡no hay error!


¿Que necesitó Gauss para perfeccionar este método? No pudo haberse detenido aquí, concluyendo esta sección de la Theoria Motus:

Para mí, es suficiente creer que no podía resolver esto a priori, debido a la heterogeneidad del arco y el seno. Alguien que me muestre mi error y me señale el camino será para mi el gran Kepler. 

7. Si no es geométrico, entonces ¿qué es? 
Próximamente: Parte II

Traducido por:
Luis Fernando Barrera y Rosa Sánchez.[image: image41.bmp]
[*] Nota del Traductor: Nombra por su nombre abreviado en latín a la tesis de Gauss de 1799 Nueva prueba al teorema de que toda función algebraica racional entera en una variable se puede resolver en factores reales de primer o segundo grado. También conocido como, simplemente, “Teorema fundamental del álgebra”. Al final de esta compilación de ensayos incluimos una traducción al español.


� Bernhard Riemann (1826-1866), en un anuncio que sirve para proporcionar un breve antecedente histórico de su Beiträge zur Theorie der durch die Gauss'sche Reihe F(a, b, g, x) darstellbaren Functionen, señala que fueron manifiestamente las investigaciones astronómicas de Gauss las que lo llevaron al desarrollo de sus conceptos referentes a series hipergeométricas. Riemann también toma esta misma oportunidad para situar el registro ordenado sobre asuntos de precedencia: casi todos los avances en series hipergeométricas atribuidos a contemporáneos de Gauss fueron encontrados en escritos disponibles después de su muerte y que fueron logros independientes por Gauss, no solo en fechas anteriores, sino frecuentemente en formas mas completamente desarrolladas. 





� Leonhard Euler. Fundamentos del Calculo Diferencial.


� La referencia especifica es al uso de Euler de series infinitas para funciones diferenciales trascendentales. En esencia, su método llega a intentar reducir funciones trascendentales a representaciones algebraicas por medio de series infinitas.   


� Gauss proporcionó a Von Zach cuatro conjuntos de elementos, de los cuales los datos dados aquí están calculados del tercer conjunto. 


� La notación adoptada aquí coincide con esa usada y desarrollada por Gauss en la Theoria Motus,  en §§ 1-8.


� La elegancia de esta relación demanda que los lectores descubran esto por si mismos. 


� Antes de la invención de Christan Huyghens del reloj péndulo en el siglo XVII, el error acumulado por los relojes en un día se media en minutos. Con la primera implementación de Huyghens, este error fue reducido a cerca de un minuto por día, y al final de su vida fue llevado a diez segundos. Por el tiempo de Gauss, los relojes perdían alrededor de un segundo en exactitud en el curso de una semana. Así, un segundo acumulado sobre el curso de cuarenta días (que es lo que suma nuestro error calculado) caería en los limites de instrumentación de esos días.  


� Para abordar este problema, Gauss presentó un método de aproximación en el § 7 de su  Summarische Uebersicht. Donde usó una técnica de aproximación integral, deducida de Cotes, para derivar un valor adecuado para el área barrida. Una vez conocida el área, esta se puede dividir por el tiempo en función de establecer un valor aproximado para el semi parámetro.  


� Hasta donde se, en cuestión de precedencia, la Astronomia Nova proporciona la primera determinación, investigación y solución de lo que en términos modernos llamamos una ecuación diferencial. Así, sería muy benéfico comparar el método empleado Por Kepler  con los métodos usados después por Bernoulli y Leibniz con respecto a la curva catenaria, así como los del joven Euler con respecto a la curva elástica. 


� Para un lector audaz que quisiera descubrir esto pos sí mismo, no le resultará infructífero una investigación de las relaciones diferenciales entre las ecuaciones del movimiento planetario elíptico, tal como lo hace Gauss en Theoria Motus, § 8.


� Ver en trabajo de Liona SU § 7.


� Un refrán muy popular en ese tiempo decía algo como: “la espada de Scanderberg debe tener el brazo de Scanderberg”, aludiendo a la historia del siglo XV del príncipe albano Gjergj Kastrioti, también conocido por los turcos como Príncipe Alejandro, quien envió una cimitarra como regalo a su enemigo, el emperador turco Mahomet. Sin embargo, el emperador no podía levantar la espada y, furioso, en un acto que pretendía ser intimidatorio, regresa el regalo. El príncipe, calmadamente, responde que él le envió su propia espada, pero no el brazo victorioso en la guerra contra los turcos. (Martim de Albuquerque’s Notes and Queries. 1853) [TAD]


� El autor no excluye, ciertamente, una tercera posibilidad: que el verdadero enfoque de Gauss pudiera desviarse de ambas presentaciones; porque en muchas instancias de su trabajo temprano uno encuentra que la facilidad con la que derivó la mayoría de sus resultados tiene su origen en su entendimiento del dominio complejo, aunque notoriamente evita revestir sus presentaciones en éstos métodos hasta su Segundo tratado sobre residuos bicuadráticos de 1823.


� Esto es, el círculo circunscribiendo a la elipse. 


� Ver Astronomia Nova de Kepler, capítulos 56-60


� Esto es, la posición demarcada por el sol en nuestros diagramas.


� En la Theoria Motus, también desarrolla una ecuación similar que corresponde a instancias donde el movimiento heliocéntrico es entre 180° y 360°, la cual es numerada [12*]


� Aquí x = sen2 (1/2) g, y X = (2 g  sen 2 g) / (sen3 g).


� Efectivamente, Gauss reconstruyó el método de Kepler para resolver el Problema de Kepler, con una ligera modificación en función de que la tablas logarítmicas pudieran emplearse con mayor facilidad.


� Aunque elegir f como una primera suposición para g para la mayoría de las circunstancias será un buen punto de partida, le dejamos al lector hipoteizar en qué situaciones sería mejor ajustar este valor a uno mayor o a uno menor.


� No lo haremos aquí, pero si el lector lo hace obtendría la ecuación


�


�


� Decir “ningún errror” es quizá una exageración: el error verdadero es de 0.0000019 segundo, o ¡un segundo cada 70,000 años!
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