Teoría de los Residuos Bicuadráticos
2do. Tratado
24.

Lo que se necesita para la clasificación del número +2 quedó establecido en el primer tratado. Específicamente, si suponemos que todos los números que no son divisibles por p (el cual asumiremos como un número primo de la forma 4n+1) serán distribuidos en cuatro clases A, B, C, D, de acuerdo a la congruencia de cada número con +1, +f, -1, -f,  relativo al modulo p, cuando se eleva el poder del exponente a ¼(p-1), donde f denota una de las dos raíces de la congruencia f 2 ≡ -1 (modulo p), entonces encontramos que la decisión concerniente a qué complejo pertenece el número +2, depende de la descomposición del número p en dos cuadrados, y efectivamente que si p = a2 + b2, donde a2 denota el cuadrado impar, b2 denota el cuadrado par, y si además asumimos que los signos de a, b, son tomados en el sentido de a ≡ 1 (modulo 4),  b ≡ af (modulo p), el número +2 debe pertenecer al complejo A, B, C, D, de acuerdo a si ½b es de la forma 4n, 4n + 1, 4n + 2, 4n + 3, respectivamente.

 
A partir de esto, también es dada inmediatamente la regla que sirve para la clasificación del número -2. Es decir, dado que -1 pertenece a la clase A para cualquier valor par de ½b, pero a la clase C para cualquier valor impar de ½b, entonces de acuerdo al teorema del artículo 7, el número -2 pertenece a la clase A, B, C, D, dependiendo de si ½b es de la forma 4n, 4n+3, 4n+2, 4n+1, respectivamente.

Estos teoremas pueden ser expresados en la siguiente forma:

	+2
	-2
	Perteneciente al complejo

	Si b Modulo 8 es congruente a

	0
	0
	A

	2a
	6a
	B

	4a
	4a
	C

	6a
	2a
	D


Se ve fácilmente que estos teoremas representados de esta manera ya no dependen de la condición a ≡ 1 (modulo 4), sino que los teoremas también aplican si a ≡ 3 (modulo 4), a condición de que af ≡ b (modulo p) permanezca verdadera. 

Del mismo modo, se ve fácilmente que los contenidos de estos teoremas pueden ser compactados en una formula única de forma mas elegante, específicamente:


Si a y b se toman como positivos, entonces siempre tendremos que:
b1/2ab ≡ a1/2ab21/4(p-1) (modulo p)
25.
Ahora investigaremos hasta dónde la inducción produce la clasificación del número 3. Si la tabla del articulo 11 se extiende aun más (tomando siempre la raíz primitiva menor), entonces se muestra que +3 pertenece al complejo:  
	                 A para                             
	B para

	   p
	  a
	  b
	   p
	   a
	   b 

	  13
	  -3
	  + 2
	   17
	  +1
	  -4

	109
	  -3
	 +10
	   29
	  +5
	  +2

	181
	 +9
	 +10
	   53
	  -7 
	  +2

	193
	 -7
	 -12
	   89
	  +5
	  -8

	229
	-15
	  +2
	 101
	  +1
	 +10

	277
	 +9
	 +14
	 113
	  -7
	  -8

	
	
	
	 137
	 -11 
	  -4

	
	
	
	 197
	  +1
	 -14

	
	
	
	 233
	 +13
	  +8

	
	
	
	 257
	  +1
	 -16

	
	
	
	 269
	 +13
	  +8

	
	
	
	 281
	  +5
	 +16

	
	
	
	 293
	 +17
	  +2


	 C para
	D para

	    p
	   a
	   b
	   p
	   a
	   b

	  37
	   +1         
	  -6
	    5
	  +1
	   +2

	  61
	   +5
	  -6  
	   41
	  +5
	   -4

	  73
	   -3
	  -8
	 149
	   -7
	+10

	  97
	   +9
	  +4
	 173
	+13
	   +2

	 157
	  -11
	  -6
	
	
	

	 241
	  -15
	  -4
	
	
	


Al menos a primera vista, no observamos ninguna relación simple entre los valores de los números a, b, que corresponden a los complejos de los antes mencionados [A, B, C, D, ]. Sin embargo, si consideramos que una distinción similar en la teoría de residuos cuadráticos puede resultar en una regla más simple concerniente al número -3 que al número +3. Entonces mantenemos la esperanza de un resultado el cual será afortunado para la teoría de residuos bicuadráticos. No obstante, encontramos que -3 pertenece al complejo: 
	                 A para                             
	B para

	   p
	  a
	  b
	   p
	   a
	   b 

	  37
	  +1
	  -6
	    5
	  +1
	  +2

	  61
	  +5
	  -6
	   17
	  +1
	  -4

	157
	 -11
	  -6
	   89
	  +5 
	  -8

	193
	   -7
	 -12
	 113
	  -7
	  -8

	
	
	  
	 137
	 -11
	  -4

	
	
	 
	 149
	  -7
	+10

	
	
	
	 173
	 +13 
	  +2

	
	
	
	 233
	 +13
	  +8

	
	
	
	 257
	   +1
	 -16

	
	
	
	 281
	   +5
	 +16


	C para
	D para

	    p
	   a
	   b
	   p
	   a
	   b

	   13
	   -3
	   +2
	  29
	   +5
	   +2

	   73
	   -3
	   -8
	  41
	   +5
	   -4

	   97
	   +9
	   +4
	  53
	    -7
	   +2

	 109
	    -3
	 +10
	101
	   +1
	 +10

	 181
	   +9
	 +10
	197
	   +1
	 -14

	 229
	  -15
	   +2
	269
	 +13
	   +8

	 241
	  -15
	    -4
	293
	 +17
	   +2

	 277
	    +9
	 +14
	
	
	


de aquí que la regla inductiva se manifiesta inmediatamente. Específicamente, -3 pertenece al complejo:

A, cuando b es divisible entre 3, ó b ≡ 0 (mod 3)

B, cuando a + b es divisible entre 3, ó b ≡ 2a  (mod 3)

C, cuando a es divisible entre 3, ó a ≡ 0 (mod 3)
D, cuando a-b es divisible entre 3, ó b ≡ a (mod 3)
26.
Además, encontramos que el número +5 pertenece al complejo

A para p = 101, 109, 149, 181, 269
B para p = 13, 17, 73, 97, 157, 193, 197, 233, 277, 293

C para p = 29, 41, 61, 89, 229, 241, 281

D para p = 37, 53, 113, 137, 173, 257


Si consideramos el valor de los números a, b que corresponden a cada p, entonces reconocemos la regla aquí tan fácilmente como para la clasificación del número -3. Específicamente, llegamos al complejo 

A, cuando b ≡ 0 (modulo 5)
B, cuando b ≡ a 

C, cuando a ≡ 0

D, cuando b ≡ 4a

Es manifiesto que estas reglas abarcan todos los casos aun donde b ≡ 2a ó b ≡3a (modulo 5), entonces a2+ b2 ≡ 0 , lo cual es absurdo, dado que p es un número primo diferente de 5, de acuerdo a los requerimientos. 
27.

Del mismo modo, la inducción produce las siguientes reglas cuando aplica a los números -7, -11, +13, +17, -19, -2, y se extiende más allá.

                                                   





Más allá del número -7

A       a ≡ 0 ó b ≡ 0    (modulo 7)

B                   b ≡ 4a ó b ≡ 5a

C                   b ≡ a ó b ≡ 6a
D                   b ≡ 2a ó b ≡ 3a
28.

Los teoremas especiales, encontrados en esta forma por inducción, se confirman (por la misma extensión que la inducción debe realizar) y revelan una muy hermosa forma de discernimiento. Sin embargo, si se comparan los unos con los otros con el fin de derivar conclusiones generales, entonces a simple vista, se presentan las siguientes observaciones. 
Los criterios que determinaran a qué clase de número primo pertenecerá ± q, (donde el signo mayor ó menor se toma dependiendo de si q es de la forma 4n + 1 ó de la forma 4n+3), dependen de la forma de los números a y b si son comprados uno con otro en relación al modulo q . Específicamente,

I. si a ≡ 0 (modulo q), entonces ± q pertenece a un complejo determinado, y efectivamente, A es para q = 7, 17, 23 y C para q =3, 11, 13, 19, de acuerdo a lo cual se puede conjeturar que el primer caso generalmente ocurre cuando q es de la forma 8n ± 1. Por lo que el segundo caso sucede cuando q es de la forma 8n ± 3. Además, los complejos B y D son realmente excluidos sin inducción para un valor de a divisible por q en cuyo caso p ≡ b 2 (modulo q), es decir, p es un residuo de q, y por lo tanto ± q  debe ser un residuo cuadrático de p en virtud del teorema fundamental. 

II. si a  no es divisible por q , entonces el criterio depende del valor de la expresión b/a (modulo q). Esta expresión contiene varios valores de q , específicamente, los valores 0, 1, 2, 3……., q -1; no obstante, si q es de la forma 4n + 1, entonces ambos valores de la expresión √ -1 (modulo q ) serán excluidos, los cuales pueden obviamente no ser valores de la expresión b/a (modulo q ) , ya que siempre asumimos que p = a2 + b2 es un número primo, diferente de q. Por lo tanto, la cantidad de los valores permisibles de la expresión b/a (modulo q ) es igual a q -2,  siendo q ≡ 1 (modulo 4) , mientras esto permanece igual a q siendo q ≡ 3 (modulo 4).  

Ahora, estos valores divididos en cuatro clases, de tal manera que las que son magnitudes indeterminadas, denotadas por α, corresponden al complejo A; otras denotados por β, corresponden al complejo B; otros llamados γ, al complejo C; y finalmente, el resto, denotados por δ, al complejo D. Específicamente, en tal forma que ± q corresponda al complejo A, B, C, D, de acuerdo a como b ≡ αa, b ≡ βa, b ≡γa,  b ≡ δa (modulo q ). 

No obstante que la ley de esta división parece que yace muy oculta, pueden hacerse algunas observaciones generales inmediatamente. En tres de las clases la cantidad es la misma, a saber, igual a ¼( q-1 ) ó ¼( q + 1 ), mientras que es menor en la otra por uno (y más en aquella que corresponde al complejo con el criterio a ≡ 0), de tal manera que la cantidad de todos los varios criterios en lo que se refiere a los complejos individuales es la misma, específicamente, igual a ¼ (q – 1 ) ó ¼ (q + 1 ). Además, notamos que 0 siempre aparece en la primera clase (bajo α), así como los complementos de los números α, β, γ, δ, relativos a q, específicamente q –α, q – β, q – γ, q - δ , están contenidos en la primera, cuarta, tercera y segunda, respectivamente. Finalmente vemos que los valores de las expresiones 1/α, 1/β, 1/γ, 1/δ (modulo q ), pertenecen a las clases primera, cuarta, tercera, segunda, si el criterio a ≡ 0 corresponde al complejo A, pero a las clases tercera, segunda, primera, cuarta  respectivamente, si el criterio a ≡ 0 corresponde al complejo C. Sin embargo, casi cualquier cosa a la que se puede llegar por inducción esta limitada a esto, si no deseamos presumir haber previsto aquí aquello  que derivaremos mas adelante a partir de fuentes naturales.  
29.
Antes que procedamos mas allá, quisiéramos comentar que los criterios para los números primos (tomados como positivos si son de la forma 4n + 1, negativos si son de la forma 4n + 3), son suficientes para la determinación de todos los números restantes 

[solo si el teorema del artículo 7 y los criterios para -1 y ± 2 son tomados como ayuda]. Por ejemplo si queremos tener los criterio para el número + 3, entonces los criterios dados en el artículo 25, perteneciente al número -3, también aplican para el número +3, si 1/b es un número positivo; por el contrario los complejos A, B, C, D, deben ser intercambiados con los complejos C, D, A, B si 1/b es un número non, de tal manera  que obtenemos las siguientes reglas.

[Insertar tabla]
Asimismo, los criterio para ± 6 se derivan de la conexión entre los criterios para ± 2 y -3, a saber:

[Insertar tabla]
De maneras análogas, los criterios para el número 21 consisten de los números -3 y -7, y los criterios para 105 consisten de los criterios para -1, -3, +5 y -7, etc. 
30.

Así, la inducción también nos produce una rica cosecha de teoremas especiales, los cuales son transformados del teorema para el número 2, sin embargo, carecemos de una conexión común, carecemos de una prueba firme, dado que el método mediante el cual  tratamos con el número 2 en el primer tratado no nos permite una aplicación mas amplia. De hecho, no carecemos de varios métodos, por medio de los cuales se puedan obtener las pruebas para casos especiales, en particular aquellos que pertenecen a la distribución de los residuos cuadráticos entre los complejos A y C; [sin embargo, no estaríamos satisfechos con esto porque estamos obligados a desear una teoría general  que comprenda todos los casos]. Habiendo empezado a considerar este asunto en el año de 1805, pronto llegué a la conclusión de que la fuente natural de una teoría general  tenía que ser buscada en  una expansión del campo de la aritmética, como ya lo indicamos en el artículo 1. 

A saber, mientras que la aritmética superior trata solo con  los números enteros reales, en las cuestiones hasta aquí tratadas, los teoremas que pertenecen a los residuos bicuadráticos solo aparecerán en su total simplicidad y belleza natural, si el campo de la aritmética también se extiende a los números imaginarios. De tal manera que sin límite, los números de la forma a + b i   forman el objeto mismo, donde, como es usual, i denota la magnitud imaginaria √-1 y los indeterminados a, b denotan todos números enteros reales entre - ∞ y + ∞. A este tipo de números les llamaremos números complejos enteros, de tal manera que los [números] reales no son opuestos a los números complejos, sino mas bien se les considera como un caso especial de éstos. El presente tratado contendrá la doctrina elemental de las magnitudes complejas, al igual que los  primeros inicios de la teoría de residuos bicuadráticos, cuyo desarrollo completo nos ponemos como tarea en lo que sigue

31.

Antes que nada, empezaremos con algunas denominaciones, cuya introducción facilitarán una mayor brevedad y claridad.

El dominio de los números  complejos  a + bi contiene:


I. Los números reales, en los cuales b = 0, y entre esos, dependiendo de la naturaleza de a 


1) cero,


2) los números positivos.


3) los números negativos:


II. Los números imaginarios, en los cuales b es diferente de 0, de nuevo distinguiremos aquí:
1) los números imaginarios sin una parte real, es decir, cuando a = 0

2) los números imaginarios con una parte real, es decir, aquellos en los que ni a ni b son igual a cero.

Si así se desea, los primeros pueden ser llamados números imaginarios puros; los otros, números imaginarios mixtos. En esta teoría usamos cuatro unidades: +1, -1,+ i, -i; a las cuales simplemente llamaremos unidad positiva, negativa, imaginaria positiva, imaginaria negativa.
Llamaremos a los tres productos de un número complejo con -1, + i, - i, sus números asociados. De esta manera, siempre habrá cuatro diferentes números asociados unos con otros, con la excepción de cero (el cual está asociado consigo mismo).

 
Por otro lado, llamaremos conjugados a los números que surgen con el intercambio de i con – i,.  De esta manera, los números imaginarios siempre consistirán de pares de números conjugados, mientras que los números reales son auto conjugados, a condición de que se desee extender esta denominación a estos números.


Llamaremos al producto del número complejo y su número conjugado una norma para cada uno de ellos. De aquí, que el cuadrado de un número real sea considerado su norma. 


Generalmente, hay ocho números que están conectados unos con otros, a saber: 

[insertar tabla]

por este medio vemos dos cuartetos de números asociados y cuatro pares de números conjugados, y su norma común es a2 + b2. Sin embargo, los ocho números son reducidos a cuatro diferentes si a = ± b, o uno de los dos números a, b es igual a 0.       

De  las definiciones dadas, producimos directamente lo siguiente:

El producto de dos números conjugados es el conjugado del producto de sus números conjugados.


Lo mismo aplica para el producto de muchos factores al igual que para los cocientes. 


La norma del producto de dos números complejos es igual al producto de las normas de esos números. 


Este teorema también se extiende a productos de arbitrariamente muchos factores y cocientes.  

La norma de cada número complejo (con excepción de cero, el cual tácitamente excluimos en la mayor parte) es un número positivo.


Además, nuestra definición no se sostiene al extenderla a valores fraccionales o irracionales de a, b; sin embargo, a + bi deberían entonces  llamarse un número complejo entero si cada uno de los dos números a, b  son enteros, y solo entonces un número racional, si cada uno de los dos números a, b  son racionales.   
32.

Los algoritmos de operaciones aritméticas con respecto a números complejos son generalmente conocidos; la división se reduce a multiplicación vía la introducción de la norma, dado que:

[Insertar ecuación]
La extracción de la raíz cuadrada se realiza con ayuda de la formula:

[Insertar ecuación], 
si b  es un número positivo, o con ayuda de la formula
[insertar ecuación]

si b es un número negativo. No es necesario detenernos aquí y considerar en que  aventaja para la simplificación de los cálculos, la transformación de la magnitud compleja a + bi en r(cosθ + i senθ).

33.

Llamaremos número complejo entero al que se descompone en dos factores diferentes
, desde la unidad a un número complejo compuesto; sin embargo, un número que no admite tal descomposición se le llama número primo complejo. Por lo tanto, de esto sigue directamente que cada número real compuesto es también un número complejo compuesto. Por otro lado, un número primo real puede ser un número complejo compuesto, y efectivamente aplicará para el número 2, y para todos los números reales positivos de la forma 4n + 1, (con excepción del número 1), dado que estos pueden ser descompuestos en dos cuadrados positivos, como es generalmente sabido; por ejemplo, 2 = (1 + i)(1 – i), 5 = (1 + 2i)(1 – 2i), 13 = (3 + 2i)(3 -2i), 

17 = (1 + 4i)(1 – 4i), etc.

Sin embargo, los números primos reales positivos de la forma 4n + 3 también siempre son números complejos primos. Porque si tal número q= (a + bi)(α + βi), entonces también q = (a – bi)( α - βi), y por lo tanto q2= (a2 + b2)(α2 + β2 ): sin embargo, q2 solo se puede descomponer en factores positivos que son mayores que 1 en una única forma, a saber, en q·q, tal que q = a2+ b2=  α2 + β2. Sin embargo, esto es absurdo, dado que la suma de dos cuadrados no puede ser de la forma 4n + 3. 
Evidentemente, la misma denominación aplica para los números reales negativos así como para los positivos, y lo mismo aplica para los números imaginarios puros. 

Por lo tanto, solo resta mostrar, como los números primos se pueden distinguir de los números compuestos mediante números imaginarios mixtos, y esto ocurrirá  en el siguiente teorema.


Teorema. Cada número imaginario mixto entero a + bi es ya sea un número complejo primo ó un número compuesto, dependiendo de si su norma es un número primo real ó un número compuesto. 

Prueba I. Dado que la norma de un número complejo compuesto es siempre un número compuesto, entonces evidentemente un número complejo, cuya norma es un número primo real, debe necesariamente ser un número complejo primo. Esta es la primera parte del teorema. 


II. Sin embargo, si la norma a2+ b2es un número entero compuesto, entonces p será un número primo positivo real. Y ahora están por ser distinguiremos dos casos..
1. Si p es de la forma 4n + 3, entonces es sabido que a2+ b2  solo puede ser divisible por p, si p divide a a y b simultáneamente, de tal manera que, a + bi  sería un número compuesto. 

2. Si p no es de la forma 4n + 3, entonces ciertamente se puede descomponer en dos cuadrados, por lo tanto, ponemos [image: image1.png]o + 3



 dado que
[image: image2.png](aa+ bF)(aa — bB) = a*(a? + §°) — (a” + 1)




y en consecuencia, es divisible por p,  entonces p ciertamente dividirá uno de los factores aα + bβ, aα - bβ, y aun mas amplio,
[image: image3.png](a0 +b3)? + (ba — af)? = (aa — b3)! + (ba + aB)?




                            
[image: image4.png](a*+8)(a> + 5%)




y consecuentemente es divisible por p2 , entonces evidentemente bα – aβ en el primer caso, y bα + aβ en el último caso deben ser divisibles por p. Por esto, en el primer caso                                
[image: image5.png]ba—af
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sin embargo en el último caso 

[image: image6.png]atbhi _aa-bf bataf
P -





un número complejo entero. En consecuencia, el número dado es divisible por 

α + βi, o por α – βi, y de acuerdo a los requerimientos, la norma del cociente, específicamente (a2+b2 ) / p, difiere de la unidad, de esto se deduce que a + bi es un número complejo compuesto en ambos casos. Esta es la segunda parte del teorema. 

34.

Por lo tanto la totalidad de los números complejos primos será completamente agotada en las siguientes cuatro clases: 
1. Las cuatro unidades, 1, +i, -1, -i, que sin embargo, siempre que tratamos con números primos, serán tácitamente excluidas en la mayor parte.

2. El número 1 + i,  con sus tres números asociados -1 + i, -1 – i, 1 – i.

3. los números primos positivos reales de la forma 4n + 3 con sus tres números asociados. 

4. los números complejos, cuyas normas son números primos reales de la forma 4n + 1 las cuales son mayores que la unidad. Efectivamente, cada norma de este tipo corresponde a ocho números primos complejos y no más, una vez que dicha norma solo se puede descomponer en dos cuadrados en una forma única.
35.
Lo mismo que los números enteros reales son divididos en números pares y nones, y los primeros otra vez en números pares-pares  y pares-impares, de forma similar, la diferencia esencial también es representada para los números complejos. Específicamente estos son, 
o no son divisibles por 1 + i, por ejemplo, los números a + bi donde uno de los números a o b es non, el otro par, 
o divisible por 1 + i, pero no por 2, si ambos números a, b son nones, 
o divisibles por 2, si ambos de los números a, b son pares. 

Los números de la primera clase pueden llamarse apropiadamente números complejos impares, los de la segunda clase números complejos medio pares, los de la tercera clase números complejos pares. 

El producto de múltiples números complejos es siempre impar si todos los factores son impares; es medio par si un factor es impar y los restantes son pares; sin embargo, es par si entre los factores, al menos dos son medio pares, ó al menos uno es par.


La norma de cualquier número complejo impar es de la forma 4n + 1; la norma de un número medio par es de la forma 8n + 2; finalmente, la norma de un número par es el producto de un número de la forma 4n + 1 y el número 4, o un poder superior de 2. 
36.

Dado que la conexión entre cualquiera de los cuatro números complejos asociados es análoga a la conexión entre dos números reales opuestos (es decir, entre dos números considerados como absolutamente iguales, pero con signos opuestos). De esto, el número positivo tiende generalmente a considerarse correctamente como una especie de número primario, y así surge la cuestión de si se puede establecer una distinción similar entre cada uno de los conjuntos de los cuatro números complejos asociados y si debe ser considerada provechosa. Con el fin de decidir esta cuestión, debe considerarse que el principio de distinción debe estar constituido de tal manera que el producto de los dos números que calificamos como primarios entre sus asociados siempre es en si mismo un número primario entre sus números asociados. Sin embargo, pronto nos convencemos de que no hay tal principio, a condición de que la distinción no se limite a números enteros, efectivamente, una distinción provechosa incluso estará limitada solo a los números nones. Sin embargo, para esto la meta puede ser alcanzada en dos formas, a saber
I. El producto de dos números a + bi, a’+ b’i , que esta constituido de tal manera que a, a’  es de la forma 4n + 1 y b, b’ es par, poseerá las mismas propiedades de modo que asi, la  parte real ≡ 1 (modulo 4),  y la parte imaginaria será par. Y se ve fácilmente que entre los cuatro números impares asociados, solamente uno esta contenido bajo esta forma. 

II.  Si el número a + bi esta constituido de tal manera que  a – 1 y b son simultáneamente par-par ó al mismo tiempo par-impar, entonces su producto con un número complejo de la misma forma, tendrá la misma  propiedad, y es fácilmente visto que de todos los cuatro números asociados impares, solamente uno esta contenido bajo esta forma.
 
De estos dos principios igualmente apropiados, seleccionaremos el segundo, específicamente, consideraremos como el número primario entre los cuatro números complejos impares asociados, ese que será congruente a la unidad con respecto al módulo 2 + 2i. En tal forma, seremos capaces de expresar muchos teoremas excelentes con mayor brevedad. Así, por ejemplo, los números primos complejos -1 + 2i, -1 – 2i, +3 + 2i, +3 -2i, +1 + 4i, +1 – 4i, …….. son números primarios, también, los [números] reales  -3, -7, -11, -19,….., que obviamente siempre tendrán signo negativo. El número conjugado a un número primario complejo impar igualmente será un número primario. 

Para los números medio pares y pares en general, una distinción sería totalmente arbitraria y de muy poca utilidad. De los números asociados 1 + i, 1 – i, -1 + i, -1 – i podremos escoger uno entre todos, sin embargo no extenderemos tal distinción a números compuestos.
37.

Si entre los factores de un número complejo compuesto, aparecen tales que son en si mismos compuestos, y son de nuevo descompuestos en sus factores, entonces evidentemente, finalmente llegaremos a los factores primos, es decir, cualquier número compuesto se puede descomponer en factores primos. Si entre estos se encuentran esos que no son números primarios, entonces el producto de sus números primos asociados con i, -1 ó –i será sustituido en su lugar. En esta forma, surge que cualquier M complejo compuesto puede ser reducido a la forma: 
[image: image7.png]M =#A=BPCY




de tal forma, que A, B, C,…..son números primarios complejos primos diferentes, y 

μ = 0, 1, 2, ó 3. El teorema aplica para tal descomposición ya que ésta sólo puede ocurrir en una única forma, un teorema que admitidamente podría parecer claro en sí mismo después de consideración superficial, pero que requiere de prueba de cualquier manera. Para esto, el siguiente teorema prepara el camino.

Teorema. El producto M = AαBβCγ…., en el cual A, B, C,…. denotan varios números primarios complejos primos, no es divisible por ningún número complejo primario que no esté contenido entre A, B, C,….  

Prueba. Sea P un número primario complejo primo que no esté contenido entre A, B, C,…. y que p, a, b, c,….. sean las normas de los números P, A, B, C,…. De aquí deducimos fácilmente que la norma del número M es igual a aαbβcγ tal que este número debe ser divisible por p, donde M sea divisible por p. Ya que las normas individuales son o un número primo real (de la serie 2, 5, 13, 17,…..), o cuadrados de números primos reales (de la serie 9,  49, 121, …..), entonces es claro inmediatamente que el primero solo puede ocurrir si p es idéntico a alguna de las normas a, b, c,…. De acuerdo a esto, tomamos p = a. Sin embargo, ya por hipótesis P y A son números primarios complejos primos diferentes uno del otro, entonces, se ve fácilmente que estas [condiciones] solo pueden ocurrir simultáneamente si P y A son números complejos conjugados y consecuentemente p = a es un número primo real non (no el cuadrado de un número primo); de allí, vemos A = k + li, P =k – li. De acuerdo a esto (extendiendo el concepto y la notación de congruencia a los números complejos enteros), A ≡2k (modulo P), de donde se sigue fácilmente:
[image: image8.png]M =2°k"B°CY... (mod p).




Así tan pronto como se asume que M es divisible por P, entonces
[image: image9.png]2ok BRCY




también será divisible por P y por consecuencia la norma de este número, que es igual a                                 

[image: image10.png]2ak?ab’e




también será divisible por p. Sin embargo, ya que 2 y k son en sí mismos no divisibles por p, de esto se sigue que p debe ser idéntico a alguno de los números b, c,…. Por ejemplo, sea p =b. Sin embargo concluimos de esto que o B = k + li o B = k –li , es decir o B = A ó B = P, ambas de las cuales son contrarias a la hipótesis. 

De este teorema se deriva otro muy fácilmente, que la descomposición en factores primos es posible en una única forma, y efectivamente, aparece como completamente análogo a las conclusiones de las cuales hemos hecho uso de Disquisitiones Arithmeticae (Articulo 16, c.f. pp. 7); por eso podría ser superfluo para nosotros detenernos aquí. 
38.

Ahora procedamos a la congruencia de los números de acuerdo al módulo complejo. Al entrar en esta investigación es conveniente indicar  la forma en la cual los números complejos pueden ser imaginados. 

Al igual que cualquier magnitud real puede ser representada como parte de una línea recta extendida infinitamente en ambos lados a partir de un origen arbitrario, y en consecuencia por el otro extremo de la línea, y medida de acuerdo a un segmento arbitrario tomado como unidad, de tal manera que los puntos de un lado del origen representan las magnitudes positivas, los puntos del otro lado las magnitudes negativas, así también cada magnitud compleja se representa por algún punto en un plano infinito en el cual una línea determinada servirá como una representación de las magnitudes reales, específicamente la magnitud compleja x + iy  estará representada por un punto cuya abscisa es igual a x, y cuya ordenada (tomada como positiva sobre un lado de la abscisa, y negativa sobre el otro) es igual a y.  En este sentido, podemos decir que todo número complejo cualquiera mide la diferencia entre la posición del punto al cual pertenece y la posición del origen, si la unidad positiva denota una deflección (ángulo) arbitraria pero determinada de una dirección arbitraria pero determinada, la unidad negativa es de la misma magnitud como esa deflección (ángulo) desde la dirección del signo opuesto, y, finalmente, la unidad imaginaria es de la misma magnitud como es la deflección (ángulo) desde dos direcciones procediendo perpendicularmente desde ambos lados.  

De esta manera, la metafísica de magnitudes que llamamos imaginarias se sitúa en una destacada claridad. Si el origen es denotado por (0) y las dos magnitudes complejas m, m’ son dibujadas a través de los puntos M, M’ cuya posición se expresa en relación al punto (0) , entonces la diferencia m – m’ no expresa otra cosa mas que la posición del punto M en relación al punto M’ ; por otro lado, si el producto mm’ representa la posición del punto N en relación a (0), se percibe fácilmente que esta posición será igualmente determinada por la posición del punto M en relación a (0), como la posición del punto M’ estará determinado por la posición del mismo punto que corresponde a la unidad positiva,  así que no es inapropiado decir  que las posiciones de las magnitudes complejas corresponden a los puntos mm’, m, 1 forman una proporción. Sin embargo, nos reservaremos un tratamiento mas detallado del asunto para otra ocasión. La dificultad que se cree que acorrala a la teoría de las magnitudes imaginarias se basa, en su mayor parte, en denominaciones inapropiadas (incluso se les ha dado por algunos el discordante nombre de imposibles). Si las magnitudes positivas hubiesen  sido llamadas directas, las negativas inversas y las imaginarias magnitudes laterales, procediendo de la representación que se presenta para multiplicidades de dos dimensiones (si ellos hubiesen considerado la gran pureza de las representaciones espaciales,) entonces el resultado hubiese sido la simplicidad en lugar de la confusión, la claridad en lugar de la oscuridad.
39.

La discusión en el articulo anterior se refiere a magnitudes complejas continuas; en aritmética, que solamente trata con números enteros, el esquema de los números complejos es un sistema de puntos equidistantes que yacen sobre líneas rectas  equidistantes de tal forma que el plano infinito se descompone en infinitamente muchos   cuadrados. Cualquier número que es divisible por un número complejo a + bi = m formara asimismo infinitamente muchos  cuadrados cuyos lados son iguales a √ (a2 + b2) o cuya área es igual a a2+ b2; el último cuadrado tendrá una posición de inclinación a el anterior si ninguno de los dos números a, b son igual a cero. Cualquier número que no es divisible con respecto al modulo m corresponderá a un punto, que yace o dentro de un cuadrado ó sobre la línea que limita a dos cuadrados; sin embargo, el segundo caso solo puede ocurrir si a, b tienen un divisor común; aun más, es claro que los números congruentes relativos al modulo m, ocuparan posiciones congruentes en sus [respectivos] cuadrados. De esto se sigue fácilmente que si números que yacen dentro de un cuadrado determinado son reunidos de tal manera que todos esos que yacen, por ejemplo, sobre dos lados adyacentes del cuadrado, y, finalmente, añades a esto el número divisible por m, se obtiene un sistema completo de residuos no-congruentes 

con respecto al modulo m, es decir, que todo número entero debe ser congruente a uno, y solo a uno de ellos. Tampoco seria difícil mostrar que la cantidad de esos residuos equivale a la norma de el modulo, específicamente, es igual a a2+ b2. Sin embargo, parece aconsejable probar este muy importante teorema en otra forma puramente aritmética. 
40.
Teorema. Relativo a un modulo complejo dado m= a + bi, cuya norma es     a2+ b2 = p y por el cual a, b son números primos relativos, todo número complejo entero cualquiera será congruente a un residuo en la serie 0, 1, 2, 3, …… p - 1 y a ningún otro. 

Prueba. I. Si α, β son números enteros, por lo cual αa + βb = 1, entonces:  
[image: image11.png]ab— fa+mf +ai.





Por lo tanto, si un número complejo entero A + Bi es dado, tenemos:
[image: image12.png]A+ (ab— fa)B+ m(3B +aBi).




Por lo tanto, si  por h denotamos al residuo mínimo positivo del número A + ( αb - βa)B con respecto al modulo p y : 

[image: image13.png]A+ (ab—fa)B isset =h+kp=h+mlak - bki),




De esta manera:

[image: image14.png]A+ Bi=h+m[3B+ ak + (aB - bk)i]




o: 

[image: image15.png]A+Bi=h (modm).





Con esto, queda probada la primera parte del teorema. 


II. Si el mismo número complejo es congruente a dos números reales h, h´ relativos al modulo m, entonces estos también serán congruentes entre ellos. Si determinamos h – h’ = m(c + di), entonces:
[image: image16.png](h—h')(a—bi) = ple+di)




y por lo tanto:

[image: image17.png]



y además, a causa de αa + βb = 1:

[image: image18.png]




En consecuencia, en tanto son desiguales, h, h’  no pueden estar contenidos simultáneamente en el complejo de números  0, 1, 2, 3,……., p – 1. Con esto queda probada la segunda parte del teorema. 
41.

Teorema. Relativo al modulo complejo m = a + bi, cuya norma a2 + b2 = p y por lo cual a, b no son primos relativos uno a otro, pero tienen un máximo común divisor λ (que asumiremos como positivo), todo número complejo cualquiera es congruente a un residuo x + iy  de tal característica, que x es alguno de los números 0, 1, 2, 3,………p/λ – 1 y y  es alguno de los números 0, 1, 2, 3,……..,λ – 1, y efectivamente uno y solo uno entre todos los p residuos exhibe en tal forma.

Prueba. I. Si α, β se asumen en tal forma que αa + βb = λ, entonces: 

[image: image19.png]ab— fa+m(5+ ai).





Ahora, si A + Bi es el número complejo dado, y y es el residuo mínimo positivo de B relativo al modulo λ y x es el residuo mínimo positivo de A + ( ab – βa) ((B –y)/λ) relativo al modulo P/λ , y:
[image: image20.png]A+ (ab— )




entonces 
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es decir es divisible por m, ó A + Bi ≡ x + yi (modulo m) . Con esto se prueba la primera parte del teorema. 
II. Si asumimos que, relativo al modulo m, el mismo número complejo fuera congruente a dos números x + yi y x’ + yí, entonces esos mismos números serán congruentes uno al otro relativo al modulo m. Así, aun más ellos serán congruentes relativos al modulo λ y por lo tanto, y ≡y’  (modulo λ ). Si se asume que los números y, y’ están contenidos entre los números 0, 1, 2, 3, ……., λ -1, entonces, necesariamente,  y  debe =y’. Sin embargo, en esta forma x también será ≡ x’ (modulo m), es decir, x – x’ será divisible por m  y por lo tanto, ( x – x’ )/λ  será un número entero divisible por a/λ +bi/λ; o, en otras palabras: 
[image: image23.png]b
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Sin embargo, se sigue de esto que, dado que a/λ,  b/λ son primos relativos uno a otro, de acuerdo a la segunda parte del teorema anterior, ( x – x’ )/λ  es también divisible por la norma del número a/λ +bi/λ, es decir por el número P/λ2, y en consecuencia, x-x´ también es divisible por P/λ. Por lo tanto, si asumimos que ambos números x, x’ pertenecen al complejo de números 0, 1, 2, 3,.., P/λ. – 1, necesariamente x = x´  ó, los residuos x + yi, x’ + y’i  serán idénticos. Con esto, se prueba la segunda parte del teorema. 

Además es inmediatamente claro, que incluido en esto está el caso donde el modulo es un número real, de esta manera b = 0 y consecuentemente λ = ± a, también el caso donde el modulo es un número imaginario puro, de esta manera a = 0 y consecuentemente λ = ±b. En ambos casos, P/λ = λ
42.

Por lo tanto, si uno se refiere a todos los números complejos que son congruentes uno con otro relativo a un módulo dado de la misma clase, y no congruentes a otras clases diferentes, entonces las p clases serán dadas en general, lo que agotara la totalidad de los números enteros, si p representa la norma del modulo. El complejo de exactamente el mismo número de números tomados de las clases individuales representará un sistema completo de residuos no-congruentes, como lo hemos determinado en los artículos 40 y 41. Y efectivamente, en esos sistemas, la elección de esos residuos que representan, por así decirlo, las clases en cuestión se basa en el principio de que, en cada clase, debe existir un residuo x + yi  para el cual  y tiene el valor mas pequeño, y entre todos esos en los cuales aparece el mismo valor mínimo de y, aquel para el cual el valor de x es el mas pequeño, excluyendo sin embargo valores negativos tanto para x como para y. Sin embargo, para otros propósitos sería conveniente usar otros principios, efectivamente notaríamos en particular el método en el cual se toman tales residuos, cuando, al dividirlos por el modulo, se presentan los cocientes mas simples. Se manifiesta que, si α + βi, α’ + β’i, α’’ + β’’i , …..son los cocientes, que surgen de la división de números congruentes por el modulo, las diferencias de las magnitudes α, α’, α’’,…. entre si mismas así como las diferencias entre las magnitudes β, β’, β’’,… serán números enteros, y es claro que siempre existe un residuo, por lo cual α y β yacen entre los limites 0 y 1. El primer limite es incluido, el segundo excluido; simplemente llamaremos a tales residuos los residuos mínimos. Si se prefiere, en lugar de esos limites pueden tomarse -1/2 y +1/2 (el primero incluido, el segundo excluido). Llamamos a uno de los residuos correspondiente a esos limites el residuo mínimo absoluto.  

En referencia a este residuo mínimo, se nos presentan los siguientes problemas.
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El residuo mínimo de un número complejo dado A + Bi  con respecto al módulo a + bi,  cuya norma es igual a p, se encuentra de la siguiente forma:


Si x + yi  es el residuo mínimo buscado, entonces (x + yi)(a – bi) será el residuo mínimo del producto (A + Bi)(a – bi)  con respecto al modulo (a + bi)(a – bi), es decir con respecto al modulo p. Así, tenemos:

[image: image24.png]aA+bB =Fp+ f, aB—bA=Gp+g,




Así que, f, g son los residuos mínimos de los números aA + bB, aB – bA con respecto al modulo p, entonces: 
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Es manifiesto que los residuos mínimos f, g deben ser tomados entre los limites 0 y  p – 1 o entre los limites – ½ p  y + ½ p, de acuerdo a si deseamos simplemente el residuo mínimo ó el residuo mínimo absoluto. 
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La construcción de un sistema completo de residuos mínimos para un modulo dado, pude realizarse de varias formas. El primer método procede en esta forma: primero, esos limites serán determinados, entre los cuales debe yacer el valor real, y claro, los valores individuales que yacen entre esos limites, para las partes imaginarias esos limites deben ser asignados. Para un residuo mínimo x + yi  de un modulo a + bi, los criterios generales serán que ax+ by = ξ así como ay – bx = η yacen entre los limites 0 y  a2+ b2, si nos interesa simplemente el residuo mínimo, ó, entre los limites -1/2(a2 + b2) y +1/2(a2 + b2)  si deseamos el  residuo mínimo absoluto, de donde el segundo límite se excluye. La distinción de los casos, que determina la variedad de los signos de los números a, b, requiere reglas especiales, cuyo desarrollo exige poca dificultad, que sin embargo, omitiremos aquí, bastara para tener la naturaleza del procedimiento expuesto con un ejemplo único.       

Para el modulo 5 + 2i, el residuo mínimo simple x + yi debe ser constituido de tal manera, que 5x + 2y = ξ así como 5y - 2x = η sean iguales a alguno de los números 0, 1, 2, 3, …….,28. La ecuación 29x = 5ξ - 2η muestra que el valor positivo de x no puede ser mas mayor que (5-28)/29, y el negativo, sin considerar el signo, no puede ser mayor que (2-28)/29. Por lo tanto, todos los valores permisibles de x son como sigue: -1, 0, 1, 2, 3, 4. Para x=-1, 2y debe ser igual a uno de los valores 5, 6, 7, …..33, y 5y debe ser igual a uno de los valores -2, -1, 0, 1, ……,26; por lo tanto, el valor mínimo para y debe ser igual a +3, y el mayor igual a +5. Si el resto de los valores son examinados similarmente, entonces surge el siguiente esquema para todos los residuos mínimos:                   
[image: image27.png]




De igual manera, los residuos mínimos absolutos ξ y η deben ser iguales a uno de los números -14, -13, -12, …..+14; Por consiguiente, 29x  no puede surgir fuera de los limites – 7 · 14 y +7 · 14, y por lo tanto x debe ser igual a uno de los números -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3. Para x = -3, 2y = ξ -5x = ξ + 15 iguales a uno de los números 1, 2, 3, …..29, pero 5y = η +2x = η -6 uno de los números -20, -19, -18, …..,+8. Por lo tanto, esta dado para y  el valor único +1. Si los valores restantes son examinados en la misma forma, entonces tenemos la combinación de todos los residuos mínimos absolutos. 
                                            [image: image28.png]
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Para la aplicación del segundo método es conveniente distinguir entre dos casos.

En el primer caso, cuando a y b  no tienen un común divisor, sea αa + βb sea = 1, y sea k el residuo mínimo positivo  de βa – αb relativo al modulo p. Por lo tanto, las ecuaciones idénticas

[image: image29.png]a(fa— ab) = Bp— baa+5b), b(Ba— ab) =
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muestran que ak ≡ -b, bk ≡ a (modulo p). Por eso, establecemos como arriba ax + by = ξ,  ay –bx = η, entonces η ≡ kξ, ξ ≡ -kη (modulo p). En consecuencia, obtenemos todos los números ξ + ηi , los cuales corresponden a los residuos mínimos simples x + yi, si alguno de los valores 0, 1, 2, 3,……, p - 1 fuera tomado para ξ y el residuo mínimo positivo del producto kξ fuera tomado relativo al modulo p, o a la inversa, esos valores se toman para η y el residuo mínimo del producto – kη es tomado para ξ. Entonces, del individual ξ + ηi, el correspondiente x + yi es encontrado de acuerdo a la formula:  
[image: image31.png]T4y






Además esta claro, que η, cuando ξ se incrementa en una unidad, provoca o el incremento de k ó el decremento de p – k, y por lo tanto x + yi  provoca un cambio de 
o
       [image: image32.png]



o
                                                            [image: image33.png]



cuyas observaciones sirven para facilitar la construcción (de la tabla) 

Finalmente, si deseamos el residuo mínimo absoluto x + yi , esa regla solo necesita cambiar en que, ahora, los valores en los limites -1/2p  y  +1/2 p estarán dados en secuencia por ξ, mientras que para η, debe ser tomado el residuo mínimo absoluto del producto kξ. Observa, la tabla de residuos mínimos para el modulo 5 + 2i.
Residuos Mínimos Simples
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El segundo caso, en el cual a, b no son primos relativos, puede ser llevado fácilmente al caso anterior. Sea λ el máximo común divisor de los números a, b, y a = λa’, b = λb’. Además la indeterminada F denota el residuo mínimo para el modulo λ, mientras el mismo sea considerado un número complejo, es decir, la indeterminada F representa tal número x + yi, el cual yace o entre los limites 0 y λ o entre los limites -1/2 λ y +1/2λ (dependiendo de si estamos tratando con el residuo mínimo simple o el absoluto). Finalmente, la indeterminada F’ denota el residuo mínimo para los módulos a’ + b’i. Entonces, la indeterminada (a’ + b’i)F + F’ es el residuo mínimo para el módulo a + bi, y se obtiene el sistema completo de residuos si todas las F se combinan con todas las F’.
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Dos números complejos se llamaran primos relativos, si ellos no admiten otro común denominador que la unidad, sin embargo, siempre que tal común divisor es posible, entonces ese cuya norma es la mas grande será llamado el máximo común divisor. 

Si dos números propuestos pueden resolverse en factores primos, entonces la determinación del máximo común divisor será llevada a cabo en una forma exacta, como con los números reales (Disquisitionae Arithmeticae,   Articulo 18 cf. P.8 ). Simultáneamente, se hace claro que el máximo común divisor encontrado en esta forma debe estar comprendido de todos los divisores comunes de los dos números propuestos. Una vez que siempre es auto evidente que los tres números asociados también serán divisores comunes, entonces el cuarto, y ningún otro, debe ser siempre llamado máximo común divisor, y la norma de este será un  múltiplo de la norma de los otros divisores comunes.


Si los dos números propuestos no se pueden resolver en  factores simples, entonces, con la ayuda de un algoritmo similar al que usamos con los números reales, el máximo común divisor es encontrado. Sean m, m’ los dos números propuestos y a través de repetidas divisiones formamos la serie m’’, m’’’,…….tal que m’’ es el residuo mínimo absoluto de m relativo al módulo m’, m’’’ es el residuo mínimo absoluto de m’ relativo al módulo m’’, etc. Si las normas de los números m, m’, m’’, m’’’,….   Son respectivamente denotadas p, p’, p’’, p’’’,…..entonces p’’/p’ es la norma del cociente m’’/m’ , y, por la definición del residuo mínimo absoluto, es ciertamente no mayor que ½; lo mismo sucede para p’’’/p’’, etc. Por consiguiente, los números enteros reales positivos p’, p’’, p’’’ …..se convierten en una serie constantemente decreciente , finalmente, el termino 0 llegara, o, lo que es lo mismo, la serie m, m’, m’’, m’’’,…  finalmente llegara a un termino en el cual el termino precedente llegara sin un divisor. Sea este termino m (n+1) y tendremos:
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Pasando por esta serie de ecuaciones en orden inverso, surge que  m(n+1) divide a cada uno de los términos precedentes individuales, m(n), ….., m’’, m’, m.  Sin embargo, pasando por la misma en orden directo, se manifiesta que cada divisor común de los números m, m’ también divide cada uno de los siguientes. La primera conclusión enseña, que m(n+1) es un común divisor de los números m, m’, pero la segunda, que este divisor es el máximo. 

Además, siempre que el residuo mínimo m(n+1) es igual a una de las cuatro unidades 1, -1, i, -i, entonces esto indica que m y m’ son primos relativos. 
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Si las ecuaciones del articulo anterior, con excepción de la última, se combinan unas con otras en tal forma, que m’’, m’’’, m’’’’,…..m(n) son eliminadas, entonces resulta una ecuación de la forma: 

[image: image39.png]m" ) = hm 4+ h'm’,




Donde h y h’ son números enteros y efectivamente, si se hace uso de la nomenclatura de “Disquisitiones Arithmeticae” articulo 27 (cf  p. 12), entonces:
   -----------------------insertar ecuación

donde los signos superior o inferir serán asignados de acuerdo a si n es par o non. Este teorema lo exponemos de esta forma:

El máximo común divisor de dos números complejos m, m’ puede ser llevado a la forma hm + h’m’ en tal forma que h y h’ son números enteros. 


Específicamente, se manifiesta que esto aplica no solo al máximo común divisor a lo cual nos conduce el algoritmo en el articulo previo, sino también a los tres asociados con este, por lo cual debemos tomar ya sea hi, h’i, o –hi, -h’i en lugar de los coeficientes h, h’. 
Por lo tanto, cuando los números m, m’ son primos relativos uno a otro, la ecuación  
                                                        [image: image40.png]m o+ h'm’




puede ser exactamente satisfecha.

Por ejemplo, sean los números dados 31 +  6i = m, 11 – 20i = m’. Aquí, encontramos:
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por lo tanto                                                                  
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y por lo tanto 
[image: image43.png](6-+50)m+ (4 — 10"




y mas
[image: image44.png]1= (5 6i)m+ (~10 - i)’




cuyas estuaciones pueden ser fácilmente comprobadas por cálculos reales. 
48


Para lo que sigue, cualquier cosa que sea requerida para la teoría de congruencias de primer grado en la aritmética de  números complejos fue preparada; sin embargo, una vez que no es esencialmente diferente de la que aplica para la aritmética de números reales, y esta a sido minuciosamente presentada en “Disquisitiones Arithmeticae “ entonces será suficiente si aquí solo tratamos los puntos principales.
I. La congruencia mt ≡1 (módulo m’) es equivalente a la ecuación indeterminada mt + m’u = 1, y esta es satisfecha por los valores t=h, u=h’, entonces su solución será generalmente reprensada por t≡ h (módulo m’). La condición para la solubilidad, sin embargo, es que el módulo m’ puede no tener común divisor con el coeficiente m. 
II. La solución a la congruencia ax + b = c (módulo M) en el caso sonde a y M son primos relativos, depende de la solución de lo siguiente:    

[image: image45.png]at=1 (mod M);




si esta es satisfecha por t = h , entonces la solución general de la anterior esta contenida en la formula:
[image: image46.png]e~ bk (mod M)




III. La congruencia ax + b = c (módulo M) en el caso donde a y M tienen un común divisor λ, es equivalente a lo siguiente:
[image: image47.png]




Por lo tanto, siempre que el máximo común divisor de los números a y M se tomo por λ, la solución de la ecuación dada se reduce al caso precedente, y es claro, que la condición suficiente y necesaria para la solubilidad de la congruencia, es que λ también divida la diferencia c – b. 
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Lo que hemos mencionado hasta el momento es solo elemental, sin embargo, a causa de su coherencia, no debemos excluirlo. En investigaciones mas profundas, la aritmética de los números complejos es similar a la aritmética de los números reales, en esto los teoremas devienen mas simples y mas elegantes, si solo tales módulos que son números primos son permitidos; en verdad la extensión de los mismos a módulos compuestos es en la mayoría de los casos más tediosa que difícil, y requiere mas trabajo que arte. Sobre estas bases, la discusión en lo que sigue debe ser primariamente sobre números primos. 
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Si X denota una función de la indeterminada x de la forma: 

[image: image48.png]Az”+ Bzl 4 Cam 4 Mt





donde n es un número entero positivo real, A, B, C, …. son números enteros imaginarios o reales, y si m es un número complejo entero, entonces también llamaremos aquí  raíz de la congruencia X ≡0 (módulo m) cada número entero arbitrario que, sustituido por x, produce un valor para X divisible por el módulo m. No consideraremos como diferentes aquellas soluciones con raíces que son congruentes relativas al módulo.  


Si el módulo es un número primo, entonces tal congruencia del orden n no puede tener mas que n soluciones diferentes. Si α denota cada número entero (complejo) determinado, entonces X puede ser reducida a una indeterminada de la forma X + (x – α)X’ + h por medio de la división por x –α, tal que h es un número entero determinado y X’ es una función de orden  n – 1 con coeficientes enteros. Ahora, si α es una raíz de la congruencia X≡0 (módulo m), entonces es manifiesto que h es divisible  por m, en otras palabras, para cada valor de x se tendrá la congruencia: X≡(x – α)X’ (módulo m). 

También, si β denota un número entero determinado, X’ se reduce a la forma: (x – β)X’’ + h, donde X’’ es una función de orden (n -2) con coeficientes enteros. Sin embargo, si se asume que β es una raíz de la congruencia X≡0, entonces debe también satisfacer la congruencia (β – α)X’≡0, así como (la congruencia) X’≡0, mientras que las raíces α, β son no congruentes, de lo que concluimos que h’ debe ser divisible por m, o la indeterminada X debe ser ≡ (x – α)(x – β)X’’ (módulo m). 

En una forma análoga, si la tercera raíz γ se introduce como no congruente a las primeras dos, obtenemos X ≡(x – α)(x –β)(x – γ)X’’’, tal que X’’’ es una función de orden n -3 con coeficientes enteros. En la misma forma, esto puede ser desarrollado, y al mismo tiempo es claro que el coeficiente en el termino superior de la función única es igual a A, el cual no debe ser asumido como divisible por m, ya que de otra manera la congruencia X ≡ 0 sería entonces realmente referida a un orden inferior. Por lo tanto hay n raíces no congruentes, específicamente α, β, γ, ….,ν, entonces tendríamos la indeterminada:        

[image: image49.png]X =A(z—a)(z—B)(z—7)..(r—v) (mod m);




por consecuencia, la sustitución de un nuevo valor para X, no congruente con cada una de las magnitudes α, β, γ, ….,ν, sin duda produciría un valor no divisible por m, de lo que inmediatamente sigue lo verdadero de nuestro teorema. 


Además, esta prueba esencialmente acorde en su totalidad con lo que hemos tratado en  “Disquisitiones Arithmeticae “ artículo 43(c.f. pg. 27), y cuyos puntos individuales aplicamos para números reales así como complejos. 
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Lo que ha sido tratado en la tercera sección de “Disquisitiones Arithmeticae” referente a los residuos de poderes, aplica en su mayor parte a la aritmética de números complejos con solo cambios menores; incluso las pruebas de los teoremas retenerse en la mayoría de los casos.  Sin embargo, en orden de no omitir nada, deseamos proponer los teoremas principales, estableciendo con pruebas concisas, donde el módulo es siempre considerados como un número primo.
Teorema. Si k denota un número entero que no es divisible por el módulo m, cuya norma es igual a p, entonces kp – 1 ≡ 1 (mod m)
Prueba. Dejemos a, b, c,….formar un sistema completo de residuos no congruentes del módulo m, así que el residuo que es divisible por m es omitido, y por lo tanto la cantidad de aquellos números cuyo complejo denotamos por C es igual a p – 1. Aun mas, sea C’ el complejo del producto ka, kb, kc,…Ninguno de estos productos será divisible por m por hipótesis, así que cada uno de ellos tendrá un residuo único congruente a ellos mismos en el complejo C, así ak≡a’, bk≡b’, ck≡c’,…(mod m) puede ser establecido en esta forma que los números a’, b’, c’,….aparecerán en el  complejo C. Denotemos el complejo de los números a’, b’, c’, …..por C’’. Aun mas, sea  P, P’, P’’ el producto de los números individuales del complejo C, C’, C’’, o:
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Ya que los números del complejo C son secuencialmente congruentes a los números del complejo C’, entonces P’’ ≡P’ o P’’≡k2 – 1P. Ya que, sin embargo, es fácilmente visto que cualesquiera dos números del complejo C’’ son no congruentes el uno con el otro, y por lo tanto todos son diferentes unos de otros, entonces necesariamente, los números del complejo C’’ enteramente acordes , excepto por el orden, con los números del complejo C, y por lo tanto P’’ = P. Por lo tanto (kp -1 -1)P es un número divisible por m, siempre que necesariamente siga que ya que m es un número primo que no puede dividir a los factores individuales de P, kp-1-1 debe necesariamente ser divisible por m.  
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Teorema. Si k denota un número entero no divisible por m como en el articulo anterior, y t el exponente mas pequeño (excepto 0), para lo cual kt ≡ 1 (modulo m), entonces t es un divisor de cualquier otro exponente u, para lo cual ku ≡ 1 (modulo m).

Prueba. Si t no fuera divisor de u, entonces hagamos que gt el próximo múltiplo mas grande que u , y por lo tanto, gt – u será un número positivo enterotas pequeño que t. De kt ≡ 1, ku ≡ 1 sigue que 0 ≡ kgt – ku ≡ ku(kgt –u -1) y por lo tanto kgt – u ≡1, es decir, k puede ser dado como un exponente menor que t, el cual es congruente a 1, contrario a la hipótesis.

De esto sigue como colorario que t ciertamente divide a p -1.


Tales números k para los cuales t = p – 1 serán llamados raíces primitivas del modulo m. Ahora mostraremos que eso realmente existe.  
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El número p – 1 se descompone en sus factores primos tal que:

[image: image52.png]p—1l=a"Vey.




donde a, b, c, …denotan números positivos reales que son diferentes unos de otros. Aun mas, sea A, B, C,…números (complejos) enteros no divisibles por m, que no produce suficientemente las congruencias.

[image: image53.png]



respectivamente, de acuerdo al módulo m; que esos tales números existen es evidente por el artículo 50. Finalmente sea h congruente al producto   
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relativo al módulo m. Entonces mantengo, que h es una raíz primitiva. 

Prueba. Si t denota el exponente del poder inferior de ht congruente a la unidad, entonces t es un divisor de p -1 o en otras palabras (p -1)/t es un número entero, mas grande que la unidad, si h no fuera una raíz primitiva. Evidentemente, los factores primos reales de estos números enteros se encuentran entre los números a, b, c,…Por lo tanto asumimos (lo que es permitido), que (p-1)/t es divisible por a, y tenemos p – 1= atu. Por lo tanto, ya que ht ≡ 1, entonces también htu≡1, o en otras palabras
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Sin embargo, (pK – 1)/ abβ es evidentemente un número entero, y consecuentemente 
                                           [image: image56.png]



también:

[image: image57.png]



etc. Por consecuencia  
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Ahora un número entero positivo λ es determinado en tal forma que

[image: image59.png]1 (mod a)




que es posible, ya que el número primo a no entra en el número bβcλ…., y λbβcλ…se tiene = 1+ aμ. Entonces evidentemente: [image: image60.png]


, o ya que
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y de esto se sigue, ya que A(p 1)μ ≡ 1, entonces también A(p -1)/a ≡ 1, lo cual es contrario a la hipótesis. Por consecuencia, la suposición de que t es un submúltiplo de p – 1 no puede existir, y por consecuencia, h es necesariamente una raíz primitiva.   
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Si h denota una raíz primitiva para el módulo m, cuya norma es igual a p, entonces los términos de la serie

[image: image63.png]1
LB B2
S
N
2




serán no congruentes unos a otros, de lo cual se sigue fácilmente, que cualquier número entero no divisible por el módulo será congruente a uno de estos números o que esta serie representa un sistema completo de residuos no congruentes con la excepción de cero. El exponente de ese poder el cual es congruente a un numero dado puede ser llamado el índice del  número, si h es considerada la base. Damos aquí unos pocos ejemplos, donde al lado de cada índice hemos puesto el residuo mínimo absoluto.  
                   
Primer Ejemplo
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Índice  Residuo  Índice Residuo
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Segundo Ejemplo
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Índice  Residuo Índice Residuo [image: image69.png]
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Añadiremos unas pocas observaciones concernientes a las raíces primitivas y el algoritmo de los índices, omitiendo las pruebas a causa de su simplicidad. 

I. En un sistema dado, Los índices congruentes con respecto al módulo (p+1) corresponden a los residuos congruentes con respecto al módulo m y viceversa. 
II. Los residuos que corresponden a índices que son primos con respecto a p -1 son además raíces primitivas, y viceversa .

III. Si una raíz primitiva h se toma como base, y t es el índice de otra raíz primitiva h’, y a la inversa t’ es  el índice de h, entonces,  si h’ se toma como base, tt’ ≡ 1 (mod. p-1) ; y si bajo las mismas premisas los índices de algún otro número en estos dos sistemas son u y u’ respectivamente, entonces tu’≡u, y t’u≡u’ (mod  p-1).

IV. Si los números 1, 1 + i y cada uno de sus tres números asociados son excluidos (así como triviales) del módulo en el cual los consideramos, entonces los que permanecen serán aquellos números primos que enlistamos bajo los puntos 3 y 4 en el artículo 34. Las normas de los segundos son números primos reales de la forma 4n + 1; las normas de los primeros, sin embargo, son cuadrados de los números primos reales nones; en ambos casos, p-1 es divisible por 4. 

V. Si el índice del número -1 se denota por u, entonces 2u ≡ 0 (mod, p-1), y por lo tanto u≡0 o u≡1/2(p-1) ; sin embargo, ya que el índice 0 corresponde al residuo +1, el índice del número -1 debe ser necesariamente ½(p-1).

VI. Además, si el índice del número i es denotado por u, entonces 2u≡1/2(p-1) (mod  p-1), y por lo tanto u=1/4(p-1) o u=3/4(p-1). Sin embargo esta ambigüedad depende de la elección de las raíces primitivas. Es decir, que si la raíz primitiva h es tomada como la base, y el índice del número i sería igual a 1/4(p-1), entonces el índice sería ¾(p-1) si hμ se toma como la base, donde μ denota un entero positivote la forma 4n + 3 y primo relativo a (p-1), ejemplo, el mismo número p-2, y viceversa. Así la media de las raíces primitivas producen el índice ¼(p-1), para el número i, la otra media produce ¾(p-1), y evidentemente la anterior tendría el índice ¾(p-1) para –i y la última por lo tanto tiene el índice ¼(p-1).

VII. Si el módulo es un número primo positivo real de la forma 4n + 3, supongamos igual a q, y por lo tanto p=q2, entonces el índice de todos los números reales será divisible por q -1. Denotando por t el índice del número real k, entonces a causa de kq-1≡1 (mod q), (q-1)t ≡0 (mod q2-1) y por lo tanto t /q+1 es un número entero. Además los índices de los números imaginarios puros como ki son divisibles por ½(q+1). Sin embargo las raíces primitivas para tales módulos necesariamente solo se encuentran entre los números imaginarios mixtos. 

VIII. Por el contrario, para un módulo m que es un número primo complejo mixto (cuya norma es en consecuencia un número primo real de la forma 4n +1), algunas raíces primitivas siempre pueden ser encontradas entre los números reales (artículo 40). Por lo tanto se manifiesta que cualquier número real que es una raíz primitiva del módulo complejo m es también simultáneamente una raíz primitiva del módulo p en la aritmética de números reales, y viceversa.         
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Aunque la teoría de residuos y no residuos cuadráticos en la aritmética de números complejos esta contenida en la teoría de residuos bicuadráticos, sin embargo presentaremos aquí  los teoremas más fundamentales de la primera antes de abordar la segunda, a causa de abreviar sin embargo, solo discutiremos aquí el caso principal, cuando el módulo es un número primo complejo impar. Sea m tal número y p su norma. Es evidente que cualquier entero (no divisible por m, como sería ya considerado ser el caso) puede ser congruente o no congruente a un cuadrado con respecto al módulo m dependiendo de si su índice, habiendo tomado alguna raíz primitiva como su base,  es par o impar; en el primer caso estos enteros serán llamados residuos cuadráticos de m, en el segundo, no residuos cuadráticos. Sigue de esto que entre los p-1 números con respecto a un sistema completo de residuos no congruentes (no divisibles por m), una mitad pertenece a los residuos cuadráticos y la otra mitad a los no residuos cuadráticos. Cualquier otro número que no aparece en este sistema esta sin embargo es este sentido por serle asignada el mismo carácter que tiene el  número el cual es congruente a este en el sistema. De lo mismo, se sigue que el producto de dos residuos cuadráticos, así como el producto de dos no residuos cuadráticos, es un residuo cuadrático, mientras el producto de un residuo cuadrático y un no residuo cuadrático es un no residuo; y en general el producto de arbitrariamente muchos factores es un residuo o un no residuo cuadrático, de acuerdo a si el número de no residuos entre estos factores  es par o non. En orden de distinguir los residuos cuadráticos de los no residuos cuadráticos, el siguiente criterio general se presenta inmediatamente: El número  k, no divisible por el módulo, es un residuo o no residuo cuadrático de este módulo, dependiendo de si     k1/2(p-1 )≡ 1 o k½ (p-1)≡ -1. La validez de este teorema sigue inmediatamente del hecho de que, siempre que una raíz primitiva es tomada como base, el índice del poder k1/2(p-1 )es ≡ 0 o ≡ ½(p-1) dependiendo de si el índice del número k es par o non.
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Es efectivamente fácil dividir el sistema completo de residuos para un módulo dado en dos clases, específicamente en residuos y no residuos cuadráticos, en esta forma las clases a las cuales los números restantes pertenecen son también automáticamente determinadas; mas difícil sin embargo es el asunto del criterio por el cual esos módulos para los cuales un número dado es un residuo cuadrático pueden distinguirse de esos para los cuales es un no residuo. Como para las unidades reales +1 y -1, estos son cuadrados, y son en consecuencia residuos cuadráticos para todos los módulos. Sigue igualmente fácil como del criterio del párrafo anterior, que el número i (y además –i) es un residuo cuadrático de todos los módulo cuya norma p es de la forma 8n  + 1, y por el contrario un no residuo cuadrático de todos los módulos cuya norma es de la forma 8n + 5. Ya que evidentemente no es de trascendencia si el número m o uno de los números im, -m, -im asociados con este es tomado como un módulo, debe asumirse que el módulo será un número primario (artículo 36, II) entre los asociados y en consecuencia, si el módulo es asignado igual a a + bi, a sería non y b par. Ya que de acuerdo a esto a2 a2 siempre es ≡ 1 (mod 8) pero b2 es o ≡ 0 ≡ 4 (mod 8), dependiendo de si b es par par o par impar, entonces es claro que los números +i, y –i  serán en el primer caso residuos cuadráticos del módulo y en el segundo, no residuos cuadráticos.  
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Ya que la decisión concerniente al carácter de un número compuesto, si este es residuo o no residuo cuadrático, depende del carácter de sus factores, evidentemente será suficiente si limitamos el desarrollo del criterio para distinguir de esos módulos para los cuales un número dado k  es un residuo cuadrático de esos para los cuales este es un no residuo para tales valores de k   que son números primos y además son el número primario entre esos números a los cuales este esta asociado. En esta investigación la inducción inmediatamente nos produce los más elegantes teoremas. Empezamos con el número 1 + i que encontramos es un residuo cuadrático de los módulos 
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sin embargo un no residuo de los siguientes 
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Si consideramos detenidamente estos conceptos de los cuales ya tomamos el primario entre cada uno de los cuatro módulos asociados, fácilmente notamos que los  módulos a + bi en la primera clase están todos compuestos para que para ellos a + bi     ≡ 1 (mod 8), mientras esos en la segunda clase están compuestos para que para ellos a + bi ≡ +3 (mod 8). Evidentemente, si tomamos en lugar del módulo primario m el asociado –m, este criterio debe ser modificado tal que para los módulos de la primera clase a + bi ≡ -1 (mod 8), pero para la segunda clase a + bi ≡ +3 (mod 8). Por lo tanto,   

Si nuestra inducción no nos engaña y si a + bi denota un número primo en el cual a es non y b es par, 1 + i sera un residuo o no residuo cuadrático de ese número primo dependiendo de que a + bi ≡ ±1 o ≡ ±3 (mod 8). La misma regla se mantiene para –1 – i así como para 1 + i. De lo contrario, considerando 1 – i como el producto de –i y 1 + i es claro que el número 1 – i tiene el mismo carácter que 1 + i si b es par par; de lo contrario tiene el carácter opuesto si b  es par impar, de lo que sigue fácilmente que 1 -  i es un residuo cuadrático del número primo a + bi  si a –bi ≡ ±1 pero un no residuo cuadrático si a –bi ≡ ±3 (mod 8), suponiendo siempre  que a es non y b es par. Además este segundo teorema puede también ser derivado del primero con ayuda de un teorema mas general que expresamos así: En la teoría de residuos cuadráticos el carácter del número α + βi  con respecto al módulo a + bi es el mismo que el carácter del número  α – βi con respecto al módulo a – bi. La prueba de este teorema se deriva del hecho de que ambos módulos tienen la misma norma, p, y así que mientras (α + βi)1/2(p-1) – 1 es divisible por a + bi,  (α - βi)1/2(p-1) – 1 es también divisible por a – bi, por lo tanto si  (α + βi)1/2(p-1)  + 1 puede ser divisible por a – bi,  (α - βi)1/2(p-1)  + 1 debe ser divisible por a – bi.   
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Procedamos ahora a los números primos impares. Encontramos que el número -1 + 2i es un residuo cuadrático de los módulos:
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sin embargo un no residuo de los módulos:
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Reduciendo los módulos de la primera clase a su residuo mínimo absoluto para el módulo -1 + 2i entonces solo aparecerán los residuos +1 y -1; esto es + 3 + 2i ≡ -1, +1 – 4i ≡ -1, -5 + 2i ≡ +1, -5 – 2i ≡ -1,  etc. Por otro lado se encuentra que todos los módulos de la segunda clase relativos al módulo -1 + 2i son congruentes a +i o a ​–i. Sin embargo +1 y -1 son en si mismos residuos cuadráticos del módulo -1 + 2i y +i y –i son no residuos cuadráticos; por lo que, tanto como la inducción deba ser considerada , surgen los siguientes teoremas: El número -1 + 2i  es un residuo o no residuo cuadrático de un número primo a + bi dependiendo de si este es un residuo o no residuo cuadrático de -1 + 2i, a condición de que a + bi  es el primario entre sus cuatro asociados, o mejor dicho, si a es non y b es par. Teoremas análogos adicionales para los números +1 – 2i,    -1 – 2i, +1 + 2i siguen automáticamente de este teorema.   
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Empleando  una inducción similar con respecto a el número +3 o -3, encontramos que cada uno de los dos es un residuo cuadrático de los módulos 
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pero un no residuo de los módulos 

[image: image80.png]142,

— 20,1 i+ - 4,542, -5 - 2,




[image: image81.png]54,5 — i, T+ 2, 4T — 20, 45+ 80, +5 — 8,




La primera son congruente a uno de los cuatro números +1, -1 + i, -i con respecto al módulo 3; la segunda son congruentes a alguno de +1 + i,  +1 – i,  -1 + i, -1 – i.  La primera son en si mismos residuos cuadráticos de tres, y la segundos no residuos. Esta inducción por lo tanto muestra que el número primo a + bi, asumiendo siempre que a  es non y b es par, tiene la misma relación al número -3 (y además +3) como la primera a la segunda, esto es, que una es un residuo o no residuo cuadrático de la otra. Extendiendo la misma inducción a los otros números primos, se encuentra que esta muy elegante ley de reciprocidad se encuentra en todas partes y así arribamos al siguiente teorema fundamental respecto a residuos cuadráticos en la aritmética de números complejos:  Si a + bi y A + Bi son números primos tales que a, A son nones y b, B son pares: entonces cada uno de ellos será un residuo cuadrático o cada uno será un no residuo cuadrático del otro. Sin embargo, a pesar de la gran simplicidad del teorema,  grandes dificultades surgen en su prueba, que no haremos aquí, ya que el teorema en si mismo solo es un caso especial de un teorema mas general que contiene la teoría entera de residuos bicuadráticos en si mismo. Ahora procederemos a esto.       
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Lo que fue abordado en el articulo 2 del primer tratado sobre el concepto de residuos cuadrático y bicuadráticos, ahora lo extenderemos también a la aritmética de los números complejos y además también limitaremos aquí la investigación a tales módulos que son números primos; al mismo tiempo será tácitamente asumido, que el módulo es tomado en tal forma que es el primario entre sus cuatro números asociados, que es ≡ 1 relativo al módulo 2 + 2i, y que el número cuyo carácter (en la medida que ellos son residuos o no residuos cuadráticos) esta siendo considerado, no son divisibles por el módulo. Así para un módulo dado, los números no divisibles por este pueden ser separados en tres clases, de las cuales la primera son los residuos bicuadráticos, la segunda son no residuos bicuadráticos que son residuos cuadráticos, y finalmente la tercera que son no residuos cuadráticos, sin embargo aquí también es mas ventajoso remplazar la tercera clase con dos, así que hay cuatro clases en total. Si se toma como la base alguna raíz primitiva, entonces los residuos bicuadráticos tendrán índices que son divisibles por 4, o de la forma 4n; esos no residuos que son residuos cuadráticos, tendrán índices de la forma 4n + 2; finalmente los índices de los no residuos cuadráticos serán en parte de la forma 4n + 1, y en parte de la forma 4n + 3. En esta forma surgen efectivamente cuatro clases, sin embargo la diferencia entre las dos últimas clases no será absoluta, sino mas bien dependerá de la raíz primitiva escogida tomada como base. Entonces es fácil ver, que para una mitad de las raíces primitivas a un residuo cuadrático dado le corresponde un índice de la forma 4n + 1; y de la forma 4n + 3 a la otra mitad. En orden de remediar esta ambigüedad, asumiremos que tal  raíz primitiva siempre es escogida para que el índice ¼(p -1) pertenezca al número +i (cf. Articulo 55, VI). En esta forma surge una clasificación que puede ser representada independiente de la raíz primitiva, mas consistentemente en la siguiente forma: La primera clase contiene aquellos números k, para los cuales k1/4(p – 1) ≡ 1; esos números son los residuos bicuadráticos del módulo. La segunda clase contiene aquellos números para los cuales  k1/4(p – 1) ≡  i . La tercera clase contiene aquellos  números para los cuales k1/4(p – 1) ≡ -1. La cuarta clase contiene aquellos números para los cuales k1/4(p – 1) ≡ -i. la tercera clase contendrá aquellos no residuos bicuadráticos que son residuos cuadráticos; los no residuos cuadráticos son divisibles entre la segunda y cuarta clase. Para los números de estas clases daremos los  caracteres  bicuadrático 0,1,2,3 respectivamente. Si definimos el carácter λ de un número k con respecto al módulo m de tal manera que éste sea el exponente de ese poder de i para el cual el número  k1/4(p – 1) es congruente, entonces es manifiesto que los caracteres  para el cual son congruentes con respecto al módulo 4 serán considerados como equivalentes. Además, este concepto estará limitado por algun tiempo a aquellos módulos que son números primos; en el curso de esta investigación, mostraremos como esto también se adaptara a módulos compuestos.  
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En orden de emplear mas fácilmente una inducción detallada con respecto al carácter de los módulos, añadimos aquí una extensa tabla, con cuya ayuda el carácter con respecto a un módulo de cualquier número dado cuya norma no exceda 157 puede ser obtenido con menos esfuerzo, con la condición que las siguientes observaciones son llevadas en mente. Ya que el carácter de un número compuesto es igual ( o congruente con respecto al módulo 4) a el conjunto del carácter de sus factores, será suficiente si podemos determinar el carácter del primer número para un módulo dado. Además, ya que el carácter de las unidades +1, -1, +i, -i son  evidentemente congruentes a los números 

½(p – 1), ¼(p -1), ¾(p -1) con respecto al módulo 4, entonces será suficiente si solo es representado el carácter del número primario entre sus asociados. Finalmente, ya que los números congruentes con respecto al módulo m tienen el mismo carácter, será suficiente incluir en la tabla el carácter de tales números que están contenidos en el sistema de residuos mínimos absolutos. Además, se demuestra por una línea de razonamiento similar a la empleada en el articulo 58, que si para el módulo a + bi el carácter del número A + Bi es igual a λ, y para el módulo a – bi  por lo tanto el carácter del número A-Bi  es igual a λ’ entonces siempre tendremos λ ≡ -λ’  (módulo 4) o λ + λ’ es divisible por 4; consecuentemente es suficiente incluir en la tabla solo módulos para  los cuales b  es positivo o igual a 0. Si por ejemplo buscamos el carácter del número 11 – 6i con respecto al módulo -5 – 6i, entonces podemos sustituir 11 + 6i, -5 + 6i , por esos números; entonces determinamos (articulo 43) el residuo mínimo absoluto del número 11 + 6i relativo al módulo -5 + 6i, el cual es -1 – 4i = -1 (1 + 4i). En consecuencia, ya que para el módulo -5 + 6i el carácter de -1 es igual a 30, pero el carácter del número 1 + 4i es 2 de acuerdo a la tabla, y el carácter del número 11 + 6i es 32 o 0 para el módulo – 5 + 6i y en consecuencia por la última observación 32 o 0 es también el carácter del número 11 – 6i para el módulo – 5 – 6i. Similarmente, si se busca el carácter del número – 5 + 6i con respecto al módulo 11 + 6i , el residuo mínimo absoluto de 1 – 5i se descompone en los  factores –i, 1 + i, 3 – 2i,  a los cuales corresponden los caracteres 117, 0, 1, así que el carácter buscado es 118 o 2; el mismo carácter es también dado para el número -5 – 6i  con respecto al módulo 11 – 6i.
Módulo Carácter   Número   
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Ahora intentaremos descubrir a través de la inducción el criterio común de los módulos para los cuales un número primo dado tiene el mismo carácter. Suponemos siempre que los módulos son lo primario entre sus números asociados. Sea a + bi un número tal para el cual a≡ 1, b≡ 0 o a≡3, b≡ 2 (mod 4). Con respecto al número 1 + i, con el cual iniciamos, la ley inductiva llegara mas fácilmente si separamos los módulos del primer tipo (para los cuales a≡1, b≡0 ) de de aquellos del segundo tipo (para los cuales a≡3, b≡2). Con ayuda de la tabla del articulo anterior, los correspondientes
Carácter         para los módulos del primer tipo
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Si consideramos detalladamente estos diez y siete ejemplos, encontramos que el carácter de cualquier número es ≡ ¼(a – b – 1) (mod 4). Además corresponde 
Carácter      Para módulos del segundo tipo
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Con un poco de ingenio, en todos esos veinte ejemplos se puede encontrar que el carácter es ≡ ¼( a – b- 5) (mod 4). Esas dos reglas pueden fácilmente ser combinadas en una que aplica para ambos tipos de módulos, si se considera que 1/4b2 es ≡ 0 para módulos del primer tipo, y ≡ 1 (mod 4) para módulos del segundo. Así, el carácter del número 1 + i con respecto a cada primo que es también primario entre sus números asociados, es ≡ ¼( a – b – b2) (mod 4). Adicionalmente observamos aquí que  (b + 1)2 es par ya que siempre es de la forma 8n  +1 o ¼(2b + b2 ), que [¿] el carácter es siempre par o non dependiendo de si ¼(a + b -1) es par o non, a lo cual agregaremos la regla dada para caracteres cuadráticos en el articulo 58. Ya que ¼(a + b -1), ¼(a + b + 3) son enteros , de los cuales uno es par y el otro non, su producto siempre será par o 1/8(a – b – 1)(a – b + 3) ≡ 0 (mod 4). Se sigue de esto que en lugar de la expresión dada para el carácter cuadrático se puede también tomar la siguiente: 
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cuya forma es también recomendada por el hecho de que no esta limitada a módulos primarios, sino mas bien solo asume que a es non y b es par; entonces es evidente que bajo esta suposición a + bi o a – bi es el primario entre los números asociados, y el valor de la formula es el mismo para ambos módulos. 
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Procediendo de la última ley encontrada en el articulo anterior encontramos 

Para el número                 el carácter es ≡
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Esto sigue directamente el hecho de que el carácter de i es ¼(a + b -1), pero el carácter de -1 es ½( a2 + b2 -1) ≡ ½ b2,  ya que a2 – 1 es siempre de la forma 8n. Aunque ellas han sido obtenidas hasta ahora solo a través de la inducción,  estas cuatro reglas están evidentemente vinculadas juntas en tal forma que en cuanto la prueba de una es realizada, las tres restantes son probadas simultáneamente. Es apenas necesario puntualizar que esta regla esta también suponiendo que a es non y b es par. Si deseamos emplear la formula que esta limitada a módulos primarios, la siguiente forma puede ser utilizada.   
 Para el módulo                 el carácter es ≡
                           [image: image90.png]




La mas simple formula surge si distinguimos módulos del primer y segundo tipo como la hicimos al inicio de nuestra inducción. Es decir  
Para el número      el carácter es ≡                                                   
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Para el número – 1 + 2i con el cual procederemos ahora, haremos además la distinción entre esos módulos a + bi para los cuales a≡1, b≡0 y esos para los cuales a≡3, b≡ 2. La tabla del articulo 62 muestra que con respecto a esos números

el carácter       corresponde a los módulos del primer tipo
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Si reducimos estos módulos individuales a sus residuos mínimos absolutos relativos al módulo -1 + 2i, observamos que todos esos [para los cuales -1 + 2i tienen el carácter] 0, son ≡ 1, y esos [para los cuales este tiene] el carácter 1 son ≡ i, esos donde el carácter es 2, ≡ -1, y finalmente esos de carácter dado 3 serán ≡ -i. Pero los caracteres de los números 1, i, -1, -i para el módulo -1 + 2i son precisamente 0,1,2,3, respectivamente, en consecuencia en todos estos diez y siete ejemplos el carácter del número -1 + 2i con respecto a módulos del primer tipo a + bi es idéntico con el carácter de este número con respecto al módulo -1 + 2i. Además es encontrado con ayuda de la tabla que    
  el carácter          corresponde a módulos del segundo tipo
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Si reducimos estos módulos a sus residuos mínimos absolutos con respecto al módulo -1 + 2i entonces se encuentra que todos los números [para los cuales -1 + 2i tiene el carácter] 0,1,2,3 son congruentes a los números -1, -i, +1, +i respectivamente, sin embargo estos [unidades] números tienen los caracteres 2,3,0,1 respectivamente, si inversamente -1 + 2i se toma como módulo. En consecuencia en todos estos 19 ejemplos, el carácter del número -1 + 2i con respecto a un módulo del segundo tipo, difiere en dos unidades del carácter de este número con respecto a el módulo -1 + 2i. Puede verse sin mayor esfuerzo que algo enteramente similar ocurrirá con respecto a el módulo -1 + 2i.  
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Para el número -3, omitiremos la distinción entre módulos del primer y segundo tipo, ya que el resultado muestra, que esto esta sobrando aquí. Por lo tanto  

  el carácter         corresponde a los módulos
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Si reducimos estos módulos a sus residuos mínimos absolutos relativos al módulo 3, vemos que esos [para los cuales -3 tiene el carácter] 0 son en parte ≡ 1, en parte ≡ -1, esos [para los cuales este tiene el carácter] 1 son ≡ 1- i o ≡ -1 + i, esos para los [-3 tiene el carácter] 2, son ≡ i o ≡-i,, y finalmente esos [para los cuales este tiene el carácter] 3 son ≡ 1+i o ≡ -1 – i. Así de esta inducción concluimos que el carácter del número -3 para un módulo primo primario es idéntico al carácter de este módulo si 3 o, que en suma es la misma cosa, -3 se considera como el módulo.  
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Si se emplea una inducción similar con respecto a los otros números primos, se encuentra que los números 3 ± 2i, -1± 6i, 7 ± 2i, -5 ± 6i, …..aportan teoremas similares a esos que obtuvimos en el articulo 65 con respecto al número -1 + 2i, [pero que] por el otro lado los números  1 ± 4i, 5 ± 4i, -3 ± 8i,  5 ± 8i, 9 ± 4i,…. Se comportan igual que el número -3. La inducción dirige así a un muy elegante teorema el cual, por analogía con la teoría de residuos cuadráticos en la aritmética de números reales, puede ser llamado el Teorema Fundamental de residuos bicuadráticos, viz:

Si a + bi, a’ + b’i denotan dos diferentes números primarios primos, es decir números primos congruentes a la unidad relativos al módulo 2 + 2i, entonces el carácter bicuadrático del número a + bi con respecto al módulo a’ + b’i es idéntico a el carácter del número a’ + b’i con respecto al módulo a + bi, si cada uno o al menos uno de los dos  números a + bi, a´+ bí  pertenecen al primer tipo, es decir es congruente a la unidad con respecto al módulo 4; o por otro lado, esos caracteres diferirán por dos unidades  si ninguno de los números a + bi, a + b’i  pertenecen al primer tipo, es decir si ambos son congruentes al número 3 + 2i con respecto al módulo 4.

A pesar de la gran simplicidad de este teorema sin embargo, su prueba pertenece a los secretos mas ocultos de la aritmética superior, así que, al menos cuanto sea posible ….podría realizarse por medio de las mas sutiles investigaciones las cuales superan los limites de este tratado. Así, nos reservamos la publicación de esta prueba, como del desarrollo entre este teorema y esos que nos propusimos establecer por inducción en el inicio de este tratado, para un tercer tratado. Para concluir [coronidis tamen loco] presentaremos aquí lo que es necesario para la prueba del teorema expuesto en los artículos 63 y 64.
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Empecemos con esos números primos a + bi para los cuales b= 0 ( del tercer tipo del articulo 34), donde consecuentemente (en orden de que el número es primario entre sus asociados) a debe ser un número primo real negativo de la forma – (4n +3), el cual escribiremos como –q. Los números -3, -7,-11, -19,… son de este tipo. Denotemos por λ el carácter del número 1 + i,  entonces tomando tanto el número como el módulo, debemos tener
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Pero como es sabido, 2 es un residuo o no residuo cuadrático de q, dependiendo de si q es de la forma 8n + 7 o 8n + 3, por lo cual seguimos, que en general 
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y por lo tanto, surge para el poder ¼(q +1)
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Por lo tanto la ecuación precedente asume la siguiente forma:
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y sigue de esto que, 
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o, ya que ¼(q + 1)2 ≡ 0 (mod 4):
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Este es el teorema del articulo 63 para el caso b=0.
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Pero específicamente es aun mas difícil realizar esto para los módulos a + bi, en los cuales b no es igual a cero (los números del cuarto tipo, articulo 34), y debemos primero proceder a varias investigaciones. La norma a2  + b2, que es un número primo real de la forma 4n + 1, la denotaremos por p. El complejo de todos los residuos mínimos simples para el módulo a + bi = m con la excepción de cero, debe ser denotado por S, así que la cantidad de los números contenidos en S es igual a p -1. Además, x + yi denota cualquier número indeterminado del sistema, y ax + by =ξ, ay – bx = η. ξ y  η son enteros que están entre los limites 0 y p , exclusiva: ya que en el caso a la mano, donde a y b son relativamente primos, las formulas del articulo 45, específicamente, η ≡ kξ, xi ≡ kη (mod p), muestra que ninguno de los números ξ, η, puede ser igual a 0, si los otros no desaparecen simultáneamente y en consecuencia x = 0, y = 0, una combinación que ya hemos excluido. Así el criterio para el número x + yi para ser contenido en S es que los cuatro números ξ, η, p – ξ, p – η deben ser positivos. Observamos además que para tal número no puede ser ξ=η ya que seguiría de eso que  p (x + y) = a( ξ + η) + b (ξ – η) = 2aξ lo cual es absurdo, ya que ninguno de los factores 2, a, ξ es divisible por p. En una forma similar la ecuación p(x – y + a + b)= 2aξ + (a + b)(p – ξ – η) muestra que ξ + η no puede ser igual a p. Por lo tanto, ya que ξ- η, p – ξ – η puede ser positivo o negativo, obtenemos de esto una distribución del sistema S dentro de cuatro complejos C, C’. C’’, C’’’ en tal forma que 
en el complejo      colocamos los números para los cuales
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El criterio para un número del complejo C es propiamente séxtuple, específicamente,  los seis números ξ, p – η, ξ – η, p – ξ – η deben ser positivos, por esto es evidente que la segunda implica automáticamente las otras cinco de las seis condiciones. Algo similar surge para los complejos C’, C’’, C’’’, así que el criterio completo será triple. Específicamente.
Para el complejo   estos números deben ser positivos
                               [image: image102.png]




Será aun mas fácil reconocer que en la representación geométrica de los números complejos (cf. Articulo 39) los números del sistema S están contenidos en un cuadrado cuyos lados conectan los puntos que corresponden 0, a + bi, (1 + i)(a + bi), i(a + bi), y que la distribución del sistema S corresponde a la división del cuadrado a lo largo de sus diagonales. Sin embargo aquí preferimos hacer uso de conclusiones puramente aritméticas, mientras tanto dejemos la ilustración pictórica para la experiencia del lector.
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Si los cuatro números complejos
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se relacionan unos a otros en tal forma que:
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y se asume que la primer r pertenece al complejo C entonces las restantes r’, r’’, r’’’ pertenecerán a los complejos C’, C’’, C’’’ respectivamente. Entonces tenemos 
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se encuentra que 
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de lo cual, con ayuda del criterio para los complejos individuales [¿] las correcciones del teorema se producen automáticamente. Y ya que otra vez r = m+ ir’’’, se ve fácilmente que si r se asume perteneciente al complejo C’, los números r’, r’’, r’’’, pertenecen a C´´, C’’’, C’ respectivamente; si el anterior pertenece a C’’ , los últimos pertenecen a C´´´, C, C’; y finalmente si el anterior pertenece a C’’’, entonces los segundos pertenecen a C, C’, C’’.Al mismo tiempo sigue de esto que en un complejo individual C, C’, C’’, C’’’,   esta contenida una igual cantidad de números, 
que es ¼(p-1).
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Teorema. Si los números  individuales  del complejo C son multiplicados por k, donde k denota un entero no divisible por m, y de acuerdo a como son distribuidos los residuos mínimos simples de estos productos con respecto al módulo m entre los complejos C, C’, C’’; C’’’, la cantidad de estos, los cuales pertenecen a los complejos individuales, será denotada con c, c’, c’’, c’’’ respectivamente, entonces el carácter del módulo k con respecto al módulo m es congruente a c’ + 2c´´ + 3c’’’ (mod. 4).


Prueba. Que los residuos mínimos c pertenecientes a C sean α, β, γ, δ, …,los residuos c’  pertenecientes C’,  sean m + iα’, m + iβ’, m + i γ’, m + iδ’,…,y además los  residuos c’’ pertenecientes a C’’ sean (1 + i)m – α’’, (1 + i)m – β’’, (1 + i)m – γ’’, (1 + i) m – δ’’, …, finalmente los residuos c’’’ pertenecientes a C’’’ sean im – iα’’’, im – iβ’’’, im – iγ’’’, im – iδ’’’,….. Ahora observamos cuatro productos, específicamente: 
1. el producto de todos ¼(p -1) constituye números del complejo C.
2. el producto de los productos, que surge de la multiplicación de estos números individuales con k.
3. el producto de los residuos mínimos de estos productos, específicamente de los números α, β, γ, δ,….., m + iα’, m + iβ’, ….
4. el producto de todos c + c’+ c’’ + c’’’ números α, β, γ, δ,….., α’, β’, γ’, δ’,…..,
Si estos cuatro productos se denotan en sucesión con P, P’, P’’, P’’’, entonces evidentemente: 

[image: image108.png]P = kte=0p, pro pr pr

= PrE S (1mod m)




  y en consecuencia:
[image: image109.png]Phtem1) = pieaaesc
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Sin embargo, se ve fácilmente que los números α, β, γ, δ, …, α’, β’, γ’, δ’, …. α'’, β’’, γ’’, δ’’, …. todos pertenecientes al complejo C y diferentes de uno a otro así como α, β, γ, δ, …, como la última difiere de una a otra. Por lo tanto todos estos números tomados juntos deben ser completamente idénticas con todos los números del complejo C independientemente del orden, de lo que se sigue P = P’’’ y por lo tanto:  
                                               [image: image110.png]k-1
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así que c´+ 2c’’ + 3’’’ es el carácter del número k con respecto al módulo m. 
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En orden de ser capaces de aplicar el teorema general del articulo anterior para el número 1 + i, debemos dividir de nuevo el complejo C en dos complejos mas pequeños G y G’, y incluiremos en el complejo G esos números x + yi para los cuales  ax + by =ξ es menor que 1/2p, pero en el complejo G’ incluiremos esos números para los cuales ξ es mayor que 1/2p; la cantidad de números contenidos en el complejo G y G’ la denotaremos por g y g’ así que g + g’ = ¼(p -1).
El criterio completo de los números pertenecientes al complejo G es en consecuencia que los tres números η, ξ – η, p - 2ξ son positivos, ya que la tercera condición para el complejo C de acuerdo a la cual p=ξ – η será positiva esta ya implícitamente contenida en la anterior, ya que p=ξ – η =(ξ – η) +(p - 2ξ). Además, el criterio completo para los números que pertenecen a G’ consiste en lo positivo de   los tres números η, p – ξ – η, 2ξ –p.
De esto se sigue fácilmente que el producto de cada número del complejo G y el número 1 + i pertenecerá al complejo C’’’’. Ya que tenemos: 
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entonces se encuentra
                                    [image: image112.png]



es decir el criterio para el número x + yi perteneciente al complejo G es idéntico al criterio  para el número x’ + y’i perteneciente al complejo C’’’’.

En una forma completamente similar, mostramos que el producto de cualquier número del complejo G’ con 1 + i pertenece al complejo C’’.

Por lo tanto, si en el articulo anterior dimos a k el valor 1 + i tendremos c = 0, c’= 0, c’’= g’,  c’’’’= g y en consecuencia, el carácter del número 1 + i deviene 3g + 2g = ½( p – 1) + g. Y dado que los caracteres de los números i, -1, son ¼(p -1), ½( p – 1)  respectivamente, los caracteres de los números -1 + i, -1 – i, 1 – i, serán ¾ (p- 1) + g, g, ¼(p – 1) + g respectivamente. Por lo tanto todo ahora depende de averiguar el número g.  
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Lo que hemos expuesto en los artículos 69 a 72 es realmente independiente de la suposición de que m sea un número primario; desde ahora, sin embargo, asumiremos al menos que a es non y b es par, y además, que a, b y a – b son números positivos. Primero que todo, debemos establecer los limites de el valor de x en el complejo G.

Teniendo:
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El criterio del número x + yi  perteneciente al complejo G consiste en las tres condiciones, que η, ξ, θ, sean números positivos. Ya que  px = (a – b)η + aξ, p(a – 2x)= aθ + 2bη, entonces evidentemente x y 2a – x deben ser números positivos, o x debe ser igual a uno de los números 1, 2, 3. …., ½(a -1). Ya que además es claro que (a – b)θ=2bξ + p(a – b -2x), siempre que x es mas pequeña que ½(a-b), la segunda condición (por la cual ξ sería positiva) ya contiene una tercera (que θ debe ser positivo) y que, por el otro lado, siempre que x es mas grande que ½(a-b), la segunda condición esta ya contenida en la tercera. Consecuentemente, solamente tomaremos en cuenta que para los siguientes valores de x , específicamente 1,2,3,…, ½(a – b – 1), que η y ξ devendrán positivas, o que y será mayor que [bx/a]   y menor que [(a + b)x/ a-b]. Por lo tanto, para tal valor de x, hay en total 
[image: image114.png]



números x+ yi, si los corchetes significan lo mismo que como los hemos usado en todas partes en el pasado [cf. “Nueva Prueba de un Teorema Aritmético” , Art. 4 y “Nueva Prueba y Expansiones del teorema Fundamental en la Teoría de Residuos Cuadráticos”, “Nuevos Algoritmos e/t/c. Articulo 3]. Por lo contrario, es suficiente para los siguientes valores de x: ½( a – b +1), ½(a – b + 3),…1/2(a – 1), si η y θ reciben valores positivos, o si y deviene mayor que [bx/a] y menor que (p -2ax)/ 2b; en consecuencia, para tal valor dado de x hay en total
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números x+yi .


Así concluimos de esto, que la cantidad de números del complejo G es g 
     [image: image116.png]


                           

donde en el primer termino, la sumatoria se extiende sobre todos los valores enteros de x desde 1 hasta  ½(a-b-1) en el segundo, desde ½(a-b-1) a ½(a-1), y en el tercero, desde 1 a ½(a-1).


Si usamos la letra φ en el mismo sentido como en la ubicación referida, específicamente 
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donde t, u significan cualesquiera dos números positivos y t’ el número [1/2t], entonces el primer termino de la primera es igual a φ(a – b, a +b), el tercero igual a –φ(a –b), sin embargo el segundo será igual a 
                                                      [image: image118.png]wex|





Sin embargo, si escribimos los términos en orden inverso 
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Por lo tanto nuestra formula asume la siguiente forma:

          [image: image121.png](a—b,a+b)+¢(2b,a) — ¢(a,b) — ¢(b, a) + 3b*.





Primero consideremos el termino φ(a – b, a + b), que se trasforma inmediatamente en φ(a – b, 2b) + 1 + 2 +3 +…+1/2(a – b – 1), en
                                       [image: image122.png](a—b,2b) + L{(a—b)? - 1).





Ya que por el teorema general φ(t, u) + φ(u, t) = [1/2t]·[1/2u], tenemos aun mas, siempre que t y u son enteros positivos primos relativos. 
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por lo tanto:
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Si ordenamos los términos φ(2b, a -1) en la siguiente forma: 
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La segunda serie evidentemente será igual a:
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por lo tanto, después de investigar el orden de los términos, representamos la primer serie así:
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y esta expresión se transforma en la siguiente, si t denota un entero y u denota una fracción, entonces generalmente [t – u ] = t -1​- [u];

[image: image130.png]
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por lo tanto:
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y en consecuencia:
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Si  este valor es sustituido en la formula para g dada arriba y además tenemos θ(a,b) + θ(b,a) = 1/4b(a – 1), entonces obtenemos:  
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En el caso donde a, b aun permanecen positivas, pero a – b es negativa o b – a positiva, será tratado con una línea de razonamiento enteramente similar. La ecuación p(a – 2x) = 2bη + aθ, p(b – a + 2x) = 2bξ + (b – a)θ muestra que ½ a – x y x+ ½ son positivas y consecuentemente x debe ser igual a uno de los números -1/2(b – a – 1), ½(b – a – 3), ½ ( b – a – 5)…., +1/2(a – 1). Además sigue de la ecuación  px(b – a)η = aξ que para los valores negativos de x, la condición para la cual η sería positiva esta ya contenida bajo una condición de acuerdo a la cual ξ sería positiva, así que ocurre lo opuesto, siempre que a x se le asigna un valor positivo. Por lo tanto, el valor de  y para un determinado valor negativo de x debe estar contenido entre (a + b)x/a –b y ( p-2ax)/2b, pero para un valor positivo de x entre bx/a y (p – 2ax)/2b, evidentemente, para x= 0  los limites serán 0 y p/2b, excluyendo el valor y = 0. 


De esto sigue:
                                  [image: image135.png]



donde en el primer termino, la sumatoria se extiende sobre todos los valores negativos de x desde -1 hasta – ½(b – a -1), en el segundo, sobre todos los valores de x desde         – ½(b – a -1) hasta -1/2(a – 1), y el tercereo, sobre todos los valores positivos de x desde +1 hasta -1/2(a – 1). En esta forma la primer sumatoria produce –φ(b – a -1), la segunda, igual que en el artículo anterior, produce 1/4b2 + φ(2a , b) – φ(b, a), y finalmente el tercero produce –φ(a –b), o tenemos: 
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En una forma totalmente análoga al artículo anterior, desarrollamos ahora:
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igual como:
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y por lo tanto:
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y finalmente:

 [image: image141.png]g=26(2b,a) — 2(b,a) + +(a? — 2ab+ b2 + 4b— 1)



                                             

Por lo tanto se prueba que la misma formula aplica para g si a – b  es positiva o negativa, probando solo que a y  b son positivas.
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En orden de alcanzar una mayor reducción, tenemos:

[image: image142.png]M




                    


Ya que es fácilmente visto, que generalmente [u] + [u + 1/2] = [2u], u puede denotar cualquier magnitud real, entonces L + N = Ø(b, a), y (sind) evidentemente  L + M = Ø(2b, a), entonces:
[image: image143.png]




Aun más, es claro que el conjunto del primer termino de la serie N y el último termino de la serie M serán  [(a + b)/2b] + [((b – 1)a)/2b] = ½ (a – 1),  y que la misma suma se formara del conjunto del segundo termino de la serie N y el penúltimo termino de la serie M, etc. Ahora ya que el último termino de la serie M es también igual a 1/2 (a -1) pero el último termino de la serie N es igual a [(a + 2)/4] = ¼(a± 1), donde el signo mayor  o menor se usa de acuerdo a si a es de la forma 4n +1 o 4n – 1, entonces sigue:
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y por lo tanto 
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De acuerdo a la formula para g encontrada en los artículos 73 y 64 ponemos: 
[image: image146.png]g=3(a+bP—1)+20 - 4]




 
Si asignamos a ± 1 = 4n, donde n es un entero, Sin embargo, una vez que obtenemos de esto 1= 16n2 – 8an + a2, entonces esta formula puede también ser representada como sigue:
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Ahora, una vez que g es el carácter del número -1 – i para el módulo a + bi, entonces de acuerdo a esto el carácter será 1/8(-a2 + 2ab + b2 +1) que es el mismísimo teorema encontrado a través de inducción (artículo 64), y el  teorema referente al carácter de los números 1 + i, 1 – i, -1 + i procede de esto inmediatamente. Por consecuencia estos cuatro teoremas para esos casos en los que a y b son positivos, han sido ahora rigurosamente probados. 
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Si b es negativa, mientras a permanece positiva, entonces b = -b’ tal que b’ sea positiva, ahora ya a sido probado que para el módulo a + b’i  el carácter del número -1 – i es congruente a 1/8(-a2 + 2ab’ + b’2 +1), entonces el carácter del número -1 + i para el módulo a – b’i  será congruente a  1/8(- a2 - 2ab’ - b’2 – 1) de acuerdo al teorema presentado en el articulo 62, es decir el carácter del número -1 + i para el módulo a + bi es congruente a 1/8(-a2 + 2ab - b2 – 1); pero este es exactamente el teorema dado en el articulo 64, a través del cual sigue inmediatamente que  los tres teoremas restantes pertenecen al carácter de los números 1 + i, 1 – i, -1 –i. Por consecuencia, esos teoremas se prueban también para el caso donde b es negativa y para todos los casos en los que a es positiva. 


Finalmente, si a es negativa, entonces a  = -a’,  b=-b’. Ahora una vez, probado que el carácter  del número 1 + i con respecto al módulo a + b’i es  ≡1/8 (-a2 + 2a’b’ -3b’2 + 1) (módulo 4) y es lo mismo, si tomamos el número a’ + b’i o el opuesto –a’ –b’i  como el módulo, el carácter del número 1 + i en referencia al módulo a + bi evidentemente es ≡ 1/8(-a2 + 2a’b’ -3b’2 + 1)(módulo 4) y cosas similares aplican respecto al carácter 1 + i, 1 – i, -1 –i (artículos 63 y 64) no son propensos a mayores limitaciones.
� Solo incidentalmente, debemos al menos observar de pasada, que una expansión del campo es particularmente apropiada para los residuos bicuadraticos. De manera similar, la teoría de residuos cúbicos debe fundamentarse en una consideración de números de la forma a + bh, donde h es una raíz imaginaria de la ecuación h3 – 1= 0, es decir, h = -1/2 + √3/4·i, y también, la teoría de residuos de poderes superiores requiere la introducción de otras magnitudes imaginarias.


� ó, lo que es lo mismo, esto es tales factores cuyas normas son mayores que la unidad.
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