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Toda ecuación algebraica determinada se puede reducir a la forma xm + Axm-1 + Bxm-2 +... + M = 0, en la que m es un entero positivo. Al  denotar la primera parte de la ecuación  con X y suponiendo que la ecuación X = 0 es satisfecha para los varios valores diferentes de x, digamos que tomando x = α, x = β, x = γ, etc., entonces la función X será divisible entre el producto de los factores x-α, x-β,
x-γ, etc. Y viceversa, cuando el producto de varios factores simples x-α, x-β, x-γ, etc., es un divisor de la función X, entonces la ecuación X = 0 se satisfará si ésta x se toma igual a cada una de las cantidades α, β, γ, etc. Por último, cuando x es igual al producto m de tales factores simples (los cuales pueden ser todos diferentes o algunos de ellos pueden ser idénticos), entonces otros factores simples adicionales a estos no pueden dividir la función X. Por esta razón, una ecuación de grado m no puede tener mas que m raíces; al mismo tiempo es ciertamente claro que una ecuación de m-ésimo grado puede tener menos raíces; aun si X se puede resolver en m factores simples; es decir si entre estos factores algunos son idénticos, entonces el número de factores diferentes que satisfagan la ecuación será necesariamente menor que m. Por motivos de concordancia, los matemáticos prefieren decir que también  en este caso la ecuación tiene m raíces, solamente que algunas de estas tienden a ser iguales, lo cual es decir, que en  cualquier caso pueden permitírselo a si mismos.
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Lo que se ha establecido hasta este punto está suficientemente demostrado en los libros de  álgebra y en ninguna forma ofende el rigor matemático. Pero los analistas parecen haber adoptado demasiado rápido y sin una demostración sólida previa un teorema sobre en el que se construye casi toda la enseñanza de ecuaciones: Que cualquier función de X siempre se puede resolver en m factores simples o, lo que concuerda completamente con eso: Que toda ecuación de grado m tiene, ciertamente,  m raíces. Pero ya con ecuaciones de segundo grado muy frecuentemente se encuentran casos que discrepan con este teorema. Para lograr que estos casos se conformen al teorema, los algebristas se vieron forzados a inventar una cantidad imaginaria cuyo cuadrado es -1; y luego reconocieron que: si cantidades de la forma a + b(-1 son admitidas de la misma manera que las cantidades reales, el teorema es verdadero no sólo para ecuaciones de segundo grado sino también para las ecuaciones cúbicas y bicuadráticas. Pero de ninguna manera se permitió inferir de esto que al admitir cantidades de la forma a + b√-1 las ecuaciones de quinto o más alto grado se pueden satisfacer, o como frecuentemente se expresa (aunque, recomiendo una expresión menos escurridiza) que las raíces de cualquier ecuación  se pueden reducir a la forma a + b(-1. Este teorema no difiere del que se enuncia en el título de este escrito si se considera solamente el tema; el intento de esta disertación es dar una nueva demostración rigurosa de este teorema.

De nuevo, desde el tiempo en que los analistas investigaron que hay infinitamente muchas ecuaciones que no tienen  raíces a menos que se admitan cantidades de la forma a + b√-1  como un tipo peculiar de cantidades llamadas imaginarias distintas de las reales, estas cantidades supuestas se han estudiado y se han introducido en todo análisis;  con qué justificación, no lo discutiré aquí. Liberaré mi demostración de cualquier auxilio de las cantidades imaginarias, aunque podría aprovecharme de esa libertad de la que todos los implicados en el  análisis hacen uso.
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Aunque las demostraciones de nuestro teorema que se han dado en la mayoría de los libros de texto elementales son tan poco confiables y  tan inconsistentes con el rigor matemático que difícilmente son dignas de mencionarse, sin embargo, tratare sobre ellas brevemente  para no dejar nada fuera.

“Para demostrar que cualquier ecuación
xm + Axm-1 + Bxm-2 + ...M= 0, tiene ciertamente m raíces, intentan demostrar que X se puede resolver en m factores simples. Para este fin suponen m factores simples x-α,  x-β,  x-γ , etc., en los que  α, β, γ, etc.  también se desconocen, y establecen su producto igual a la función X. Entonces deducen m ecuaciones a partir de la comparación de los coeficientes y aseveran que de éstas, las cantidades incógnitas α, β, γ, etc. se pueden determinar, en tanto que su número es también m. Es decir, se pueden eliminar m-1 incógnitas hasta que surja una ecuación, que,  como parece característico, contenga solamente una incógnita”.

No me referiré a qué más se podría objetar a tal  argumentación. Simplemente pregunto: ¿cómo podemos tener la certeza de que esta última ecuación tiene alguna raíz?  ¿no podría ser posible que en todo el dominio de los números reales e imaginarios no haya alguna cantidad la cual satisfaga ya sea esta última o la ecuación propuesta? Además, las personas experimentadas percibirán fácilmente que esta última ecuación debe ser totalmente idéntica a la ecuación propuesta, si los cálculos han sido ejecutados de acuerdo con  las reglas. En otras palabras, después de que las cantidades desconocidas  β, γ, etc. han sido eliminadas debe aparecer una ecuación
αm +Aαm-1 +Bαm-2 + etc. +M = 0. Algo más que decir sobre tal razonamiento no es necesario. 

Determinados autores que parecen haber percibido la debilidad de este método asumen virtualmente como un axioma que una ecuación ciertamente tiene raíces, sino posibles, entonces raíces imposibles. Lo que quieren dar a entender  por cantidades posibles e imposibles, no parece estar establecido de ninguna manera lo suficientemente claro. Si las cantidades posibles tienen que denotar lo mismo que las cantidades reales y las imposibles lo mismo que las imaginarias: entonces ese axioma de ninguna manera se pude admitir sino que necesariamente requiere de una prueba. Sin embargo no parece que las expresiones se tengan que aceptar en este sentido sino que el significado del axioma parece ser mas bien éste: “Aunque aun no tenemos la certeza  de que necesariamente existen m cantidades reales o imaginarias que satisfagan cualquier ecuación dada de grado m, supondremos esto por el momento,  pues si por casualidad debiera suceder que no se pudieran encontrar esas tantas cantidades reales o imaginarias, entonces, ciertamente, la rendija de escape sigue abierta para que podamos decir que las otras son imposibles”. Si alguien quiere usar esta frase mas bien que  simplemente decir que la ecuación en este caso no tiene esas tantas raíces, entonces no tengo objeciones:  Pero si entonces se usan estas raíces imposibles de tal manera  como si fueran algo de hecho, y por ejemplo se dice que la suma de todas las raíces de la ecuación xm + Axm-1  + etc.=0 es –A aunque entre estas hay raíces imposibles (expresión que en realidad  significa aunque algunas están ausentes),  entonces de ninguna manera puedo aprobar esto. Pues las raíces imposibles, aceptadas en tal sentido, siguen siendo raíces, y entonces ese axioma de ninguna manera se puede admitir sin prueba;  tampoco seria inapropiado considerar si podrían existir ecuaciones que ni siquiera tengan raíces imposibles. 

(El siguiente párrafo extenso es una nota a  pie de página en la disertación de Gauss).

Por cantidad imaginaria siempre entiendo aquí una cantidad comprendida en la forma a + b(-1, siempre que b no sea igual a 0. Esa expresión siempre se ha usado en este sentido por todos los matemáticos de primer rango, creo que no se debiera  escuchar a aquellos que querían llamar a la cantidad  a + b(-1 imaginaria solamente en el caso en que  a = 0, pero imposible, siempre que, que no sea igual a 0, pues tal distinción no es necesaria ni de alguna utilidad. Si de alguna manera se van a conservar en el análisis las cantidades imaginarias (lo cual por varias razones parece más aconsejable que eliminarlas, una vez que están establecidas de una manera sólida), entonces necesariamente deben  considerárseles igualmente posibles como lo son las cantidades reales;  por tal razón me gustaría comprender las reales y las imaginarias bajo la denominación  común de cantidades posibles. Contra lo cual  llamaría imposible, a una cantidad que tendría que cumplir  condiciones que ni siquiera se podrían cumplir  admitiendo las imaginarias. Pero en esta forma la frase significaría precisamente lo mismo que si dijera que tal cantidad no existe en el dominio completo de las magnitudes. Sin embargo, de ninguna manera puedo permitir, que de esto se forme una nueva especie de cantidades. Si alguien dijera que un triangulo rectángulo equilátero rectilíneo es imposible, no habría alguien que niegue eso. Pero si pretendiese considerar a tal  triangulo imposible como una nueva especie de triángulos y aplicarle otras cualidades de los triángulos ¿podría alguien contener la risa? Eso seria un juego de palabras o más bien emplearlas mal.

            Ciertamente, aun matemáticos de primer nivel a veces han  aplicado hechos que presuponen la posibilidad de las cantidades, que ellos consideran, a tales cantidades cuya posibilidad fue también hasta ahora dudosa. Tampoco negaría que libertades de acción de este tipo se refieren en su mayor parte a la mera forma de los cálculos, como un velo que la agudeza de un verdadero matemático pronto podrá penetrar. Sin embargo, parece  más aconsejable y más digno de la ciencia sublime --la cual es correctamente alabada como el más perfecto modelo de claridad y confiabilidad-- ya sea prohibir tales libertades totalmente, o al menos usarlas menos frecuentemente; y usarlas solamente donde incluso las personas menos experimentadas puedan darse cuenta de que el asunto  podría  haberse  tratado sin el auxilio de  tales libertades, aunque tal vez de una manera menos breve pero con igual rigor. 

Además, de ninguna manera  niego que lo que he dicho aquí contra el mal uso de las cantidades imposibles podría también en cierto sentido proponerse contra las cantidades imaginarias. Pero reservo la vindicación de lo último, y en realidad una explicación más completa de todo este asunto para otra ocasión.

(Termina la nota a pie de página)
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                   Antes de revisar las pruebas de nuestro teorema dadas por otros matemáticos y fijar abiertamente lo que para mi mente debe ser criticado en cada uno, observo que es suficiente mostrar solamente esto: Toda ecuación de cualquier grado xm +Axm-1+ Bxm-2+ etc.+ M =0 o X = 0  (donde los coeficientes A, B, etc. son números reales) será satisfecha al menos una vez por un valor de x de la forma a + b(-1. Pues es bien sabido que entonces X es divisible entre un factor real x2 +2ax + a2 + b2 , si b no es igual a 0, y por un factor simple x - a si b = 0. En cualquiera de los dos casos el cociente será real y de un grado inferior al de X. Y como por el mismo razonamiento este cociente debe tener un factor real de primer o segundo grado, es claro que mediante la continuación de este proceso la función X será finalmente resuelta en factores reales simples o de segundo grado, o en m factores simples si se prefieren dos factores imaginarios simples para los de segundo grado. 
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La primera  prueba del teorema se la debemos al famoso matemático d’Alembert, Recherches sur le calcul integral, Histoire de l’Acad de Berlin, Année 1746, p. 182 ff . La misma prueba se establece en Bougainville, traité du calcul intégral, á Paris 1754, p. 47 ff. Los puntos principales de su método son estos:

Primero prueba que: Cualquier función X de una variable x puede ser = 0 ya sea para x = 0 o para x = ∞, y puede obtener un valor real positivo, infinitamente pequeño, cuando se asigna a x un valor real, esa función puede también obtener un valor negativo infinitamente pequeño a través de un valor de x el cual es o un número real, o de la forma imaginaria p + q(-1. Pues designamos con Ω un valor infinitamente pequeño de X, y con ω el valor correspondiente de x. Entonces asevera que ω se puede expresar  por una serie rápidamente convergente
aΩα  + bΩβ + cΩγ etc., donde los exponentes α, β, γ, etc. son números racionales constantemente crecientes que serán positivos a menos dentro de determinada distancia del inicio de la serie, y que harán los términos, en los que aparecen, infinitamente pequeños. Si entre todos estos exponentes ninguno es una fracción con denominador par, entonces todos los términos de la serie serán números reales para valores positivos así como para negativos de Ω. Pero si se encuentran algunas fracciones con  denominador par entre estos exponentes, entonces los términos correspondientes, para  valores negativos de Ω, serán de la forma p + q(-1. Gracias a que la serie converge rápidamente es suficiente en el primer caso considerar solamente el primer término (i.e. el más grande), en el último caso no se necesita proceder más allá del término que primero produce una parte imaginaria.

Mediante un razonamiento análogo se puede mostrar que: Si X puede obtener un valor real negativo infinitamente pequeño para un valor real de x, entonces la función también puede obtener un valor real positivo infinitamente pequeño para un valor real de x o para una x  imaginaria de la forma p + q(-1.

De eso concluye, en segundo lugar, que también existe un valor real finito de X  en el primer caso negativo, en el último caso positivo, el cual se puede producir por un valor imaginario de x de la forma p + q(-1.

De aquí se sigue que,  si X es una función tal de x que toma el valor real V para el valor real v de x y también obtiene un valor real mayor o menor por una cantidad infinitamente pequeña, para un valor real de x, entonces esta misma función también puede tomar un valor real mayor o menor que V respectivamente, para una cantidad infinitamente pequeña, y ciertamente aun para una cantidad finita, asignándole a x un valor de la forma p + q(-1. Esto se puede deducir de lo anterior sin dificultad si V+Y se sustituye por X  y  v+y  por x.

Finalmente, d’Alembert asegura que: Si se supone que X puede recorrer todo el intervalo entre dos valores reales R y S (i.e. que sea igual ahora a R, después a S y a todos los valores reales entre éstos) asignando siempre a x valores de la forma p + q(-1, entonces la función X puede además incrementarse o disminuirse (cuando S ( R o
S ( R) por cualquier cantidad real finita teniendo x siempre la forma p + q (-1.

Pues si está dada cualquier cantidad real U (suponiendo que S cae entre U y R) a la cual X no pudiera ser igual por tal valor de x, entonces necesariamente existirá un máximo de X (lo cual ocurre cuando S ( R, o un mínimo cuando S ( R), digamos T, el cual adquirirá para un valor p + q(-1 de x, de tal manera que ningún valor de forma similar se podría  asignar a x que llevara a la función X más cerca que incluso la más pequeña desviación hacia U. Ahora en una ecuación entre X y x sustitúyase el valor p + q(-1 en todas partes para x, y entonces hágase la primera parte real igual a cero, y después la parte que involucra al factor (-1 el cual es entonces omitido. De las dos ecuaciones producidas de esta manera, se pueden obtener otras por eliminación, en una de las cuales aparecerá de nuevo p, X, y constantes, mientras que la otra, libre de p, involucra solamente q, X, y constantes. Así, cuando X recorre todos los valores de R a T para valores reales de p y q, entonces, por lo anterior, X puede acercarse al valor de U cada vez más cuando se asignan a p y q tales valores ( + ((-1 y ( + ((-1 respectivamente. De aquí, sin embargo, x  puede hacerse 
= (- ( + (( + ()(-1, i.e. sigue siendo de la forma p + q(-1, contrario a la hipótesis.

Así, cuando se supone que X denota una función de la forma xm +Axm-1 + Bxm-2 + etc. + M, se percibe sin dificultad que se le pueden asignar a x tales valores reales que X puede recorrer todo el  intervalo entre dos valores reales. Por lo tanto, se pueden obtener para x algunos valores de la forma p + q(-1 de modo que sea posible hacer a X = 0.QED (1)
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Las objeciones a la prueba de d’Alembert  pueden generalmente ser traducidas a éstas:

1. d’Alembert no expresa duda alguna acerca de la existencia de valores de x a los cuales corresponden valores dados de X, sino que asume su existencia e investiga solamente la  forma de estos valores.

Aunque esta objeción es en sí misma verdaderamente muy importante, es referida aquí sin embargo solamente a la forma de la expresión, la cual se puede corregir fácilmente de tal manera que la objeción sea completamente demolida.

2.   La afirmación de que ( siempre se puede expresar por una serie del tipo que él  establece, es ciertamente falsa si X puede también designar cualquier función trascendental (como lo admite d’Alembert  en varias partes). Esto es manifiesto, por ejemplo, cuando se toma X  = е1/x , o x = 1/(lnX). Si, no obstante, restringimos la prueba al caso en que X es una función algebraica de x (lo cual es suficiente para la presente tarea) entonces la proposición es de cualquier forma verdadera. Más allá de esto, d’Alembert no aduce nada para la verificación de su suposición. Bougainville estipula que  X es una función algebraica de x y recomienda el paralelogramo de Newton para el desarrollo de la serie.

3. El  hace uso de cantidades infinitamente pequeñas con mayor libertad de la que es  consistente con el rigor matemático o que en cualquier caso, será concedida por un  analista escrupuloso de nuestros días  (cuando estas cantidades son merecidamente observadas con disgusto). Tampoco ha explicado suficientemente claro el salto del  valor infinitamente pequeño de Ω al finito. Su proposición de que Ω también puede alcanzar algún valor finito, parece no obtenerla  tanto de la posibilidad de que Ω tenga un valor infinitamente pequeño sino más bien de que para valores muy pequeños de Ω y a causa de la  convergencia fuerte de la serie, se acerca al valor verdadero de ( cada vez más entre más términos se tomen de la serie. O que la ecuación que exhibe la relación entre ( y Ω o x y X se hará  más exacta si se toma  la suma de más términos para (. Además de que toda esta argumentación parece  demasiado vaga para que se pueda obtener una conclusión rigurosa de ella,  observo que de cualquier manera hay series que no importa cuan pequeño sea el valor que se le pueda dar a la cantidad por cuyos poderes progresan, no obstante siempre divergen si solamente se continúan lo suficiente, así que se puede llegar a términos mayores cualquier cantidad dada2. Esto sucede cuando los coeficientes de la serie forman una progresión hipergeométrica, por lo tanto necesariamente debe demostrarse que en el caso presente tal serie hipergeométrica no puede aparecer. 
Por lo demás me parece que d’Alembert no recurre adecuadamente a las series infinitas y que estas no son del todo convenientes para establecer este teorema fundamental de la teoría de ecuaciones.

4. De la suposición de que X pude obtener un valor S pero no un valor U, no sigue  que caiga necesariamente un valor de T entre S y U el cual X pueda alcanzar pero no exceder. Existe aquí también otro caso: a saber, podría suceder que haya un limite entre S y U al cual X puede acercarse tanto como se quiera pero el cual, sin embargo, nunca alcanza. De los argumentos dados por d’Alembert solo se sigue que X puede exceder cualquier valor el cual alcanzará por una cantidad finita. A saber, cuando X se ha vuelto = S, todavía podría incrementarse por alguna cantidad finita Ω; entonces se puede añadir un nuevo incremento Ω’, después otra adición  Ω’’, etc. De modo que, cuantos incrementos se hayan añadido ya, ninguno necesita considerar el último, sino que siempre se puede añadir algo nuevo. Y aunque el número de incrementos posibles pueda no estar  restringido por cualesquier limites, aun así puede suceder de cualquier manera que la suma S = Ω + Ω’ + Ω’’ etc. sin embargo nunca alcance un limite aun si los incrementos Ω, Ω’, Ω’’ etc. decrecen continuamente y no importa cuantos términos se puedan considerar. 

Aunque este caso no puede ocurrir cuando X sea una función algebraica entera de x, aun sin prueba de que este caso no puede suceder, el desarrollo debe ser considerado incompleto. En efecto, cuando X es una función trascendental o una función racional ese caso puede tener lugar e. g.,  siempre que a algún valor de X le corresponde un valor infinitamente grande de x. Entonces el desarrollo de d’Alembert  no puede, como parece, ser llevado a principios indiscutibles sin grandes divagaciones y en algunos casos de ninguna manera.

Por estas razones no puedo considerar la prueba de d’Alembert como satisfactoria. A pesar de esto me parece que la verdadera sustancia de la prueba bajo discusión de ninguna manera se perjudica por todas estas objeciones. Y creo que sobre el mismo fundamento (aunque en una forma muy diferente y al menos con mayor cautela) es posible construir una  prueba rigurosa de nuestro teorema y no solo eso, sino que es posible obtener de ella todo lo que se le puede pedir a una teoría de ecuaciones trascendentales. Posiblemente trate de este asunto tan pesado con mayor amplitud en otra ocasión.  Mientras tanto, cf., el artículo 24 más adelante. 
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                    Después de d’Alembert el ilustre Euler publicó sus investigaciones acerca de este tema, Recherches sur les racines imaginaires des équations, Hist. de l'Acad. de Berlin, A.1749, p. 223 ff.  Euler entregó un trabajo dividido en dos. Se presenta a continuación un resumen del primero.

Primero,  Euler se propone probar que: Si m denota cualquier poder de 2, entonces la función
x2m + Bx2m-2 + Cx2m-3 + etc. + M = X  (donde el coeficiente del segundo término es = 0) siempre se puede resolver en dos factores reales en los cuales x se eleva hasta m dimensiones. Con este propósito asume dos factores,
xm- uxm-1 + (x m-2  + (xm-3 + etc. y xm + uxm-1 +λxm –2 + μxm-3 etc.,  en los que los coeficientes u, α, β, etc. λ, μ,  etc. todavía se desconocen, y establece su  producto igual  a la función  X. Entonces, de la comparación de los coeficientes resultan 2m-1 ecuaciones, y manifiestamente sólo queda probar que se les puede dar tales valores reales a los coeficientes desconocidos u, α, β, etc., λ, μ, etc. (cuyo número también es 2m-1) de modo que satisfagan estas ecuaciones. Luego afirma Euler: Si al principio se considera que se conoce u de modo que el  número de incógnitas sea uno menos que el número de ecuaciones, entonces todas las α, β, etc., μ, λ, etc.  se pueden determinar a partir de estas ecuaciones, combinadas de acuerdo con las reglas algebraicas, por operaciones racionales y sin extraer raíces, usando u y los coeficientes B, C, etc., y ciertamente se convertirán en valores reales en tanto que  u sea real.  Además todas las α,  β, etc., λ, μ, etc. en realidad se pueden eliminar, de modo que resulte una ecuación U = 0  donde U será una función entera de u y de  coeficientes conocidos solamente. Resolver esta ecuación por el método usual de eliminación sería una tarea inmensa cuando la ecuación propuesta X = 0 sea de un grado relativamente elevado,  y para un grado indeterminado, sería claramente imposible (como el mismo Euler lo indica, p. 239).

Sin embargo aquí  es suficiente conocer una propiedad de esta ecuación, específicamente que el último término en U (el cual no contiene a u) necesariamente es negativo, de donde es bien sabido que se sigue que la ecuación tiene al menos una raíz real, o que u, y consecuentemente también α, β, etc., λ,  μ, etc. se pueden determinar como números reales al menos de una manera. Esta propiedad se puede probar de hecho con las consideraciones siguientes. Si se supone que xm - uxm-1 + αxm-2 + etc. es un factor de la función X entonces u necesariamente será la suma de las m raíces de la ecuación X = 0, y puede tener exactamente tantos valores como m se puede escoger de diferentes maneras de 2m raíces o, de acuerdo con los principios del cálculo combinatorio

2m .(2m-1). 2 (m-2) ...... (m+1)

                                   1 . 2 . 3 ........m                    valores.

Este número siempre es el doble de un número impar (omito la prueba que no es difícil); si lo igualamos a  2k, entonces su mitad  k será impar. La ecuación U = 0 será de hecho de grado 2k. Pero a causa de que en la ecuación  X=0 no hay segundo término, la suma de todas las  2m raíces será 0. Por lo tanto es claro que, si la suma de cualesquiera m raíces es +p entonces la suma de las raíces restantes será –p, es decir, si +p está entre los valores de u entonces también lo estará el valor de -p. Así  Euler concluye que U es el producto de k tales factores dobles  como u.u- p.p, u.u- q.q, u.u-r. r  etc., denotando +p, -p, +q, -q etc. todas las 2k raíces  de la ecuación U=0. A causa de que el  número de estos factores es impar, el último término en U será por lo tanto el cuadrado del producto  p.q. r etc., con signo negativo. Pero este producto p.q.r etc. siempre se puede calcular mediante operaciones racionales a partir de los coeficientes B, C, etc. y es por lo tanto necesariamente un número real. Consecuentemente, su cuadrado precedido de un signo negativo será ciertamente una cantidad negativa. Q. E. D.

                    A causa de que esos dos factores reales  de X son de grado m, y m es un poder de 2, cada uno de ellos se puede resolver de la misma manera en dos factores reales de grado ½.m. Y a causa de que al dividir por la mitad  repetidamente el número m al final se llegará necesariamente a un término binario, es manifiesto que al continuar la operación la función X finalmente se resolverá en factores reales de segundo grado. Pero si se propone que la función sea tal que su segundo término no falte, por ejemplo, x2m+ Ax2m-1 + Bx2m-1 + etc. + M, siendo 2m todavía un poder binario, entonces esta función, por la sustitución  x = y – A /2m, se transformará en una función similar sin  segundo término. De aquí se sigue fácilmente que tal función también se puede resolver en factores reales de segundo grado. Por último, propongamos una función de grado n, no siendo el número n un poder binario. Entonces  podemos establecer que el poder más cercano mayor que n sea = 2m, y podemos multiplicar la función propuesta por cualesquier 2m – n factores simples. Se sigue sin dificultad de la resolubilidad  del producto en factores reales de segundo grado que, la función propuesta también se puede resolver en factores de segundo o primer grado.
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            Contra esta prueba surgen las siguientes objeciones:

1. La regla de la cual Euler concluye que 2m-2 cantidades desconocidas α, β, λ, μ, etc., se pueden calcular de 2m-1 ecuaciones por operaciones racionales, de ninguna manera es verdadera en general sino que con mucha frecuencia adolece de una excepción. Si alguien considera, e.g.  en el artículo 3, como conocida una de las cantidades desconocida y entonces trata de expresar las otras cantidades por medio de esa y los coeficientes dados con operaciones racionales, bastante pronto descubrirá  que eso es imposible. Ninguna de las cantidades desconocidas se puede determinar de otra manera que no sea mediante una ecuación de grado m-1. De lo que se dijo  previamente, esto debe seguirse necesariamente, como se puede ver en seguida de una vez. Sin embargo, se podría muy bien deliberar si acaso no también, en el presente caso, para algunos valores de m el asunto pudiese ser tal que las cantidades desconocidas α, β, etc., λ, μ, etc., no se  puedan  determinar a partir  de u, B, C, etc. si no es a partir de una ecuación de un  grado tal vez mayor que 2m. Para el caso particular en el que la ecuación X = 0 es de cuarto grado, Euler ha obtenido los valores racionales de los coeficientes a partir de u y los coeficientes dados. Si realmente se puede hacer eso en todas las ecuaciones más elevadas, por lo menos se necesitaría un análisis mas detallado.

2. Aunque ya se hubiese  probado que se pueden encontrar fórmulas,  para ecuaciones de cualquier grado, con las cuales esas cantidades α, β, etc., λ, μ, etc.  se pudieran calcular a partir de u, B, C, etc. mediante operaciones racionales, también ciertamente estas fórmulas pueden ser indeterminadas para determinados valores bien definidos de los coeficientes u , B,  C,  etc. De esta manera no solamente podría  ser imposible calcular las cantidades desconocidas de u. B, C. etc. por operaciones racionales, sino que en determinados casos quizás en realidad existan  valores reales de α, β, etc., λ, μ, etc., correspondientes a algún valor real de u. Para la confirmación de esto remito al lector, por motivos de brevedad, a la disertación misma de Euler, en la que en la página 236 la ecuación de cuarto grado con amplitud se desarrolla. Todos verán inmediatamente que las fórmulas para los coeficientes α, β, etc. se vuelven  indeterminados cuando C = 0 y que se toma el valor de 0 para u. Entonces los valores de esos coeficientes no se pueden  obtener sin extracciones de raíces, y ni siquiera son números pares reales cuando la cantidad BB – 4D es negativa. Para estar seguro, en este caso u tiene todavía otros valores reales a los cuales pueden corresponder valores reales de α, β,  como se puede ver fácilmente. Aun así, se tiene que temer que para ecuaciones más elevadas la solución de esta dificultad (la cual Euler no menciona en absoluto) causará  trabajo mucho más arduo. Este asunto ciertamente no se debe pasar por alto en una prueba exacta.

3. Euler asume tácitamente  que la ecuación X=0 tiene 2m raíces y que su suma es = 0 a causa de que X no tiene segundo término. Lo que yo pienso de esta libertad (la cual todos los autores usan para este argumento) lo he expuesto clara y llanamente en el artículo 3 anterior. La suposición de que la suma de todas las raíces de cualquier ecuación es igual al primer coeficiente, con signo opuesto, no parece aplicable a otras ecuaciones, sino sólo a aquellas que tienen raíces. Pero como mediante esta prueba debe mostrarse que la ecuación X = 0  en realidad  tiene raíces, de ninguna manera parece que se pueda suponer su existencia. Sin duda, aquellos que todavía no han  penetrado la falacia de este paralogismo contestarán  que aquí no se tiene que probar que la ecuación X = 0 se puede satisfacer (pues ése es el significado de la expresión “tiene raíces”)  sino simplemente que la ecuación se puede satisfacer con valores de x de la forma a + b√-1. En realidad  asumen este último enunciado como un axioma. Sin embargo, no se pueden concebir otras formas para las cantidades más allá de las reales y los números imaginarios a + b√-1. Y así no parece claro de qué manera eso que se tiene que probar puede diferir de aquello que se ha asumido como un axioma. Si fuese posible diseñar otras formas de cantidades, digamos de la forma F, F’, F’’,  etc. entonces aun no deberíamos vernos obligados a admitir sin una  prueba que cualquier ecuación sea la que fuere sería satisfecha por un valor de x el cual es real o de la forma a+b√-1 o de la forma F, o F,’ etc. Por esta razón ese axioma no puede tener otro significado que éste: Una ecuación puede ser satisfecha por un valor real  de la incógnita o por un valor imaginario de la forma a + b√-1, o  tal vez por un valor de una forma hasta ahora desconocida, o por un valor el cual no está contenido en ninguna forma sea la que fuere. Pero ciertamente puede no entenderse, con esa claridad sobre la que siempre debe insistirse en  matemáticas, cómo cantidades de esa naturaleza, de las cuales no se puede tener una idea,  pueden sumarse o multiplicarse. Son meramente una sombra de una sombra(3).

Sin embargo, de ninguna manera quiero con estas objeciones poner bajo sospecha las conclusiones que  Euler  ha obtenido de ese supuesto suyo. Más bien, estoy seguro de que  puede hacerse que sean buenas de una manera que ni es difícil ni muy diferente de la de Euler, de tal manera que no quedará ni la más pequeña duda. Yo simplemente reprendo la forma que ciertamente puede ser muy útil para el descubrimiento de nuevos teoremas pero que difícilmente parece aceptable para demostraciones ante el público. 

4. Euler no aporta nada a la demostración de la aseveración de que el producto p.q.r etc. se puede determinar a partir de los coeficientes en X mediante operaciones racionales. Todo lo que explica acerca de este asunto, para la ecuación de cuarto grado, es esto (donde a, b, c, d son las raíces de la ecuación propuesta
x4 + Bx2+Cx+ D = 0):

“Sin duda se objetará que he asumido que la cantidad p.q.r  es un número real y que su cuadrado ppqqrr es positivo. Pero eso puede ser dudoso viendo que las raíces a, b, c podrían  ser números imaginarios; entonces podría suceder que el cuadrado de p.q.r, el cual se compone de ellos, se vuelve negativo. A esto contesto que este caso nunca puede ocurrir. Pues si algunas de las raíces a,  b, c, d, son números imaginarios, sabemos sin embargo que debemos tener a + b + c + d = 0, ab + ac+ad+bc+bd+cd=B, abc + abd + acd + bcd = -C4, abcd = D, siendo las cantidades B, C, D  números reales. Pero como p = a + b, q= a + c, r = a + d,  su producto pqr = (a + b)(a + c)(a + d) se puede determinar, como sabemos, a partir de las cantidades B, C, D y consecuentemente será un número real, que en realidad es  pqr = -C y ppqqrr = CC,  exactamente como lo hemos visto. De la misma manera tan  fácil se puede ver que en ecuaciones mas elevadas deben tener lugar las mismas circunstancias y que no se me puede hacer objeciones desde esa perspectiva”.

La condición de que el producto pqr se puede determinar a partir de B, C, etc., mediante  operaciones racionales,  Euler no la ha mencionado en ninguna parte, pero parece haberla tenido siempre en mente, pues sin ella la demostración podría no tener fortaleza. Ahora bien, realmente es verdad que en ecuaciones de cuarto grado se obtiene aa(a + b + c + d) + abc + abd + acd + bcd = -C desarrollando el producto (a + b)(a + c)(a + d). Sin embargo, no parece suficientemente claro cómo se puede calcular ese producto a partir de los coeficientes, mediante operaciones racionales, en todas las ecuaciones de grado mas elevado. El famoso de Foncenex, quien primero notó esto (Miscell. Phil. Math. Soc. Taurin., T. I. p. 117)  correctamente mantiene que el procedimiento pierde toda fuerza sin una demostración rigurosa  de esta suposición. Él admite que tal demostración le parece ser muy difícil y relata la manera en que la ha intentado pero en vano5
Sin embargo, esta cuestión se resuelve sin dificultad  por el siguiente método (del cual aquí puedo dar sólo un resumen): Aunque en ecuaciones de cuarto grado no es suficientemente claro que el producto (a + b)(a + c)(a + d) está determinado por los coeficientes B, C, D, se percibe fácilmente que ese producto es también = (b + a)(b + c)(b + d), y además = (c + a)(c + b)(c + d), y finalmente = (d + a)(d + b)(d + c). Por lo tanto el producto pqr será un cuarto de la suma (a + b)(a + c)(a + d) + (b + a)(b + c)(b + d) + (c + a)(c + b)(c + d) + (d + a)(d + b)(d + c), que, cuando se desarrolle, será una función racional entera de las raíces a, b, c, d, del tipo en el que  todos los términos participan de la misma manera como se puede ver de antemano sin dificultad. Tales funciones ciertamente siempre se pueden expresar a través de los coeficientes de la ecuación cuyas raíces son a, b, c, d.

                Lo mismo ocurre también cuando el producto pqr se lleva a esta forma:  1/2(a + b – c - d).1/2 (a + c – b - d). 1/2(a + d – b - c) y es fácil ver de antemano que cuando se desarrolla este producto implicará de la misma manera a todas las a, b, c, d  [i.e., . simétricamente (nota del traductor al inglés)]. Al mismo tiempo, los matemáticos experimentados inferirán de esto, como este método se puede aplicar a ecuaciones de grado más elevado. Reservo para otra ocasión la exposición completa de esta demostración, a causa de que  la brevedad no me permite representar en este escrito, junto con una investigación más amplia de las funciones que implican varias variables de la misma manera.

Además, observo que más allá de estas cuatro objeciones todavía se pueden criticar algunos otros puntos de la demostración de Euler; sin embargo, pasaré en silencio sobre ellos para que no se me vaya a considerar acaso como un crítico demasiado estricto. La demostración  en la forma en que Euler la planteó de ninguna manera se le puede considerar completa.

Después de esta demostración  Euler  muestra además otra manera de cómo reducir el teorema para ecuaciones, cuyo grado no es una potencia binaria, a la solución de ecuaciones del tipo antes mencionado.  Pero dado que este método no enseña nada acerca de ecuaciones cuyo grado es una potencia binaria, no es necesario aquí explicarlo ampliamente, cuanto más siendo que está igualmente expuesto a todas las objeciones (distintas a  la cuarta) como la primera demostración general.
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En el mismo tratado, Euler se ha esforzado por probar nuestro teorema incluso de otra manera (p. 263) cuya sustancia está contenida en esto: Para una ecuación dada  xn + Axn-1 + Bxn-2 etc. = 0,  en realidad hasta ahora no ha sido posible encontrar una expresión analítica para sus raíces si n > 4. Pero todavía parece cierto (como Euler afirma) que tal expresión no puede contener nada más que operaciones aritméticas y extracciones de raíces, que serán más complicadas entre mayor sea n.

Si esto se concede, Euler muestra refinadamente que sin importar cuán complicados puedan sean los radicales entre sí, de todos modos el valor de la fórmula siempre se representará de la forma M + N(-1, en donde M y N son cantidades reales.

En contra de este razonamiento se puede objetar que después de tanto trabajo de tan grandes matemáticos queda muy poca esperanza de poder llegar alguna vez a una solución general de ecuaciones algebraicas. Cada vez parece más probable que tal solución es totalmente imposible y contradictoria. Esto no se debe considerar del todo paradójico, pues eso que es comúnmente llamado la solución de una ecuación en realidad  no es otra cosa que su reducción a ecuaciones puras. Pues la solución de ecuaciones puras no se enseña aquí sino que se presupone; y si se expresa las raíces de una ecuación xm = H mediante  m√H, de ninguna manera se ha resuelto, y no se ha hecho más que si se diseñara  algún símbolo para a denotar la raíz de una ecuación  xh + Axh-1 + etc. = 0 y establecer la raíz igual a este. 

Es verdad, las ecuaciones puras sobresalen mucho entre todas las otras gracias a la facilidad de encontrar sus raíces por medio de aproximaciones y gracias a  la bella relación  que las raíces juntas tienen entre sí. Y por lo tanto se tiene que censurar el que los matemáticos hayan denotado con un símbolo especial a sus raíces: Pero a partir de que este símbolo es elevado a la dignidad, y comprendido bajo el nombre de expresiones analíticas exactamente igual que los símbolos aritméticos para la adición, sustracción, multiplicación, división y potenciación, de ninguna manera se  sigue que la raíz de  cualquier ecuación fuera la que fuese se pueda expresar por éstas, a menos que se presuponga tácitamente, sin razón suficiente, que la solución de cualquier ecuación se puede reducir a la solución de ecuaciones puras. Tal vez no es tan difícil demostrar muy rigurosamente la imposibilidad ya para el quinto grado; reportaré mis investigaciones en esta materia de una manera más completa en otra parte. Aquí es suficiente que la solución general de ecuaciones, tomada de ese sentido, es hasta hoy muy dudosa. Y una demostración cuya fuerza dependa completamente en esta suposición  no tiene peso.
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                    Más tarde, el famoso de Foncenex se había percatado del defecto de la primera prueba de Euler (antes, artículo 8, objeción 4) pero no había podido deshacerse de ella. Así que intentó otra demostración más y la publicó en su aclamado tratado, p. 1206 . Esta consiste en lo siguiente:

Sea la ecuación Z = 0, en la que Z designa una función de grado m en una variable z. Si m es un número impar, entonces es bien sabido que esta ecuación tiene una raíz real; mas si m es par entonces Foncenex intenta probar que la ecuación tiene al menos una raíz de la forma p+q√-1 de la siguiente manera. Sea m=2n.i donde i denota un número impar y supóngase que zz + uz + M es un divisor de la función Z.

Entonces los valores individuales de u serán las sumas de las raíces de la ecuación Z = 0 tomados en pares (con signos intercambiados). Por lo tanto u tendrá
m.(m-1)    = m’

                                        1.2 valores.
Y si se supone que u está determinada por una ecuación U=0 (en la que U denota una función de u y de coeficientes conocidos de Z) entonces esta ecuación será de grado m’.  Es muy fácil ver que m’ será un número de la forma 2n-1.i’, donde i’ es un número impar. Mas si m’ no es impar, supóngase entonces que  u.u + u’.u + M’ es un divisor de U. Claramente por razonamientos similares u’ se determina  por una ecuación U’= 0 , en la que U’ es una función de u’ de grado [m’. (m’-1)] /(1 . 2). Tomando  [m’ . (m’-1)]/(1 . 2) = m’’ , entonces m’’ será un número de la forma 2n-2 . i’’  donde i’’ denota un número impar. Mas si m’’ no es impar, considérese que u’. u’  + u’’. u’ + M’’ es un divisor de U’; entonces u’’ estará determinada por una ecuación U’’ = 0. Si ésta se considera de grado m’’’  entonces m’’’ será un número de la forma 2n – 3 . i’’’ . Es claro que en la sucesión de ecuaciones U = 0, U’ = 0, U’’ = 0 etc., la enésima ecuación será de grado impar y por lo tanto tendrá una solución real. Tomando n = 3, para abreviar, entonces la ecuación U’’ = 0 tiene una raíz real u’’, y se ve sin problemas que el mismo razonamiento se cumple para cualquier otro valor de n. Consecuentemente, dice Foncenex, el coeficiente M’’ se puede  calcular a partir de  u’’ y de los coeficientes en U’ (que serán funciones enteras del coeficiente en Z, como fácilmente se ve), o a partir de u’’ y de los coeficientes en Z, y  por lo tanto es real. De esto se sigue que la raíz de la ecuación u’.u’ + u’’.u’ + M’’ = 0 estará  contenida en la forma p + q√-1; y estas raíces obviamente satisfacen  la ecuación U’= 0. Por lo tanto cualquier valor de u’ será de la forma p+q√-1. Entonces el coeficiente  M’ se puede calcular (de la misma manera que antes) a partir de u’ y los de coeficientes en Z y también será de la forma p + q√-1. Por lo tanto. las raíces de la ecuación uu+u’u + M’=0 también serán de esa forma y ciertamente satisfarán la ecuación U = 0; i.e., esta ecuación tendrá una raíz de la forma p + q√-1. Finalmente, de manera análoga se sigue de esto que también M y ciertamente una raíz de la ecuación zz + uz +M = 0 son de esta forma; también, esta raíz claramente satisfará  la ecuación dada Z = 0. De lo cual se tiene que toda ecuación tiene al menos una raíz de la forma p + q√-1.
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Las objeciones 1, 2, 3 que  esgrimí  contra la primera demostración de Euler (artículo 8) tienen la misma fuerza contra este método,  pero con la diferencia de que la segunda objeción, por la cual la demostración de Euler sólo era viable en ciertos casos especiales, ataca la presente demostración en todos los casos. Pues se puede demostrar   inmediatamente, siempre que se pueda dar una fórmula que exprese el coeficiente M mediante u’ y coeficientes en Z, que esta fórmula necesariamente se volverá indeterminada para varios valores de u’. De igual manera una fórmula que exprese los coeficientes M’’ mediante u” se volverá  indeterminada para varios valores de u”, etc. Esto se vuelve muy claro cuando por ejemplo se toma una ecuación de cuarto grado. Tomemos  por lo tanto m = 4, y las raíces de la ecuación Z = 0  pueden ser α, β, γ, δ. Entonces es claro que la ecuación U = 0 será de sexto grado  con raíces –((+(), –((+(),  -((+(),  -((+() ,  -((+() y –((+(). La ecuación U’= 0 será entonces de décimo quinto grado y los valores de u’ serán éstos:

2(+(+(,  2(+(+(,  2(+(+(,  2(+(+(,  2(+(+(,  2(+(+(,  2(+(+(,  2(+(+(,  2(+(+(,  2(+(+(,  2(+(+(,  2(+(+(,  (+(+(+δ,  (+(+γ+δ,  (+(+(+(.

Uno se debe detener en esta ecuación a causa de que es de grado impar y ciertamente tendrá la raíz  real (+(+(+( (que será igual al primer coeficiente de Z con signo opuesto y por lo tanto no será  meramente real sino racional si los coeficientes de Z son racionales). Pero se puede ver sin dificultad que: Si se da una fórmula que expresa el valor de M’ a través del valor correspondiente de u’ mediante operaciones racionales entonces esta fórmula necesariamente se volverá indeterminada para
u’ = (+(+(+(.

Pues este valor será tres veces la raíz de U’= 0 y le corresponderán a esta tres valores de M’, esto es, ((+()((+(), ((+()((+(), ((+()((+() los cuales pueden ser todos irracionales. Pero obviamente en este caso una fórmula racional no puede producir un valor irracional de M’ ni tres valores diferentes. De este ejemplo se puede concluir de manera  suficiente que el método de Foncenex no es satisfactorio del todo; para producir un método  completo en todos los aspectos se debe más bien investigar mucho más profundamente en la teoría de la eliminación.
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Finalmente, el ilustre LaGrange trata sobre nuestro teorema en su trabajo Sur la torme des racines imagimaires des equations, Nouv.  Mem. De I’Acad. de Berlin 1772, p.  222 ff. Aquí este gran matemático se aplica principalmente en hacer bueno el defecto en la primera demostración de Euler, y ciertamente ha examinado particularmente lo que constituye la tercera y la cuarta objeciones dadas antes (articulo 8) tan profundamente que no queda nada más que se desee excepto que quizás  pareciera que se dejan algunas dudas  en un tratado anterior sobre la teoría de la eliminación (de la que la presente investigación depende totalmente). Sin embargo, ni siquiera ha tocado la primera objeción; además, todo el tratado se construye sobre la suposición de que cualquier ecuación de m-ésimo grado  tiene verdaderamente m raíces. 


Y así, habiendo considerado completamente esas demostraciones que hasta ahora han sido publicadas, espero que una nueva demostración de este teorema tan importante, basada en fundamentos totalmente diferentes, será bien recibida por los expertos. Voy a retomar esta prueba para explicarla.
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Lema: Denotemos con m cualquier número entero positivo. Entonces la función  sen φ.xm - sen mφ . rm-1x + sen(m-1)φ .  rm  es divisible entre x2 –2 cos φ . rx + rr.

Demostración: Para m = 1, la función es = 0 y por lo tanto divisible entre cualquier factor. Para m = 2, el cociente es sen φ y para cualquier valor mayor el cociente será
sen φ . xm-2  + Sen 2φ . rx m-3  + sen 3φ . rrxm-4 + etc. + sen(m-1)φ . rm-2 .  Se confirma fácilmente que el producto de esta función multiplicada por xx - 2cosφ . rx + rr es igual a la función dada. 
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Lema: Si la cantidad r y el ángulo φ están determinados en tal manera que se cumplan las ecuaciones   


rmcosmφ + Arm-1cos(m-1)φ + Brm-2 cos(m-2)φ+ ...+
Krr cos2φ + Lrcosφ + M= 0      (1)


rmsenmφ + Arm-1sen(m-1)φ + Brm-2sen(m-2)φ +....+ Kr2sen2φ + Lrsenφ=0  (2)


entonces, la funcion  xm + Axm-1 + Bxm-2 + ....+ Krr + Lx + M= X será divisible entre el factor de segundo grado xx- 2cosφ . rx + rr,  solamente si r . senφ no es = 0. Pero si r . senφ=0 entonces esa función será divisible entre el factor simple x-rcosφ.

Demostración: I. Como en el articulo anterior, las siguientes cantidades serán todas divisibles entre
xx - 2cosφ . rx + rr:

senφ.rxm – senmφ.rm x  +sen(m-1)φ.rm+1 
Asenφ.rxm-1- Asen(m-1)φ.rm-1x + Asen(m-2)φ.rm
Bsenφ.rxm-2 – Bsen(m-2)φ.rm-2x +Bsen(m-3)φ.rm
        etc.                                   etc    

Ksenφ.rxx – Ksen2φ.rrx + Ksenφr3

Lsenφ.rx  - Lsenφ.rx

Msenφ.r                        +Msen(-φ)r

Por lo tanto la suma de estas cantidades también será divisible entre  xx – 2cosφ.rx + rr. Los primeros términos de estas cantidades producen la suma senφ.rX; los segundos términos sumados juntos producen 0 a causa de (2); y también efectivamente la suma de los terceros términos desaparece, como es fácil verlo si se multiplica (1) por senφ, (2) por cosφ y se substrae un producto del otro. Así, se sigue que la función senφ.rX es divisible entre xx –2cosφ.rx + rr y del mismo modo la función X siempre que rsenφ no sea = 0. Q.E.P. 

II. 
Pero si rsenφ = 0 entonces o bien  r = 0 o senφ= 0. En el primer caso M = 0  a causa de (1), y por lo tanto X será divisible entre x o entre x – rcosφ. En el último caso  cosφ= ( 1, cos2φ=+1, cos3φ = (1 y de manera general cosan = cosφn. Por lo tanto X será = 0 a causa de (1) cuando x se toma = rcosφ, y consecuentemente la función X será divisible entre x – cosφ. Q. E. S. 
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El relevante teorema frecuentemente se demuestra con la ayuda de números imaginarios (cf. Euler Introd. In Anal. Inf. T.I . p. 110);  Considero que vale la pena el esfuerzo de mostrar cómo se puede obtener fácilmente sin ayuda de los números imaginarios. Es totalmente evidente que para la demostración del  teorema no se requiere nada más que mostrar que: Cuando está dada cualquier función X de la forma xm + Axm-1 + Bxm-2 + etc. + Lx + M  entonces r y φ  se pueden determinar de tal manera que las ecuaciones (1) y (2) se cumplan. Pues se sigue entonces que X tiene un factor real de primer o de segundo grado. Y entonces  la división produce necesariamente un cociente real de menor grado,  el cual por la misma razón tendrá también un factor de primer o segundo grado. Continuando esta operación, X será finalmente resuelta en factores simples o de segundo grado. Es por lo tanto el punto principal de las siguientes investigaciones demostrar ese teorema. 
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Considérese un plano infinito inmóvil (el plano de la mesa Fig. 1) y en éste una línea recta fija GC que pase por el punto fijo C. Escójase alguna longitud como unidad de manera que todas las líneas rectas se puedan expresar en números. En cualquier punto P del plano cuya distancia de C sea r y con ángulo GCP= levántese la perpendicular con longitud igual a la expresión rmsen mφ + Arm-1sen (m-1)φ + etc. +Lrsenφ la que para abreviar denotaré como T de aquí en adelante. Considérese que la distancia r siempre es positiva, y para  puntos que caigan en el otro lado del eje el ángulo φ debe considerarse como incrementado en dos ángulos rectos o como negativo (lo cual viene a ser lo mismo). Los puntos extremos de esas perpendiculares se ubicarán  arriba del plano para valores positivos de T, abajo, para valores negativos, y sobre el plano mismo si T desaparece; y estarán sobre una superficie curva, continua e infinita en todas direcciones, la cual para abreviar llamaré de aquí en adelante la primera superficie.

Otra vez, de manera similar se puede referir una segunda superficie al mismo plano, centro y eje cuya altitud sobre cualquier punto del plano será
rm cosmφ + Arm-1 cos(m-1) φ + etc. + Lrcosφ + M, expresión que para abreviar siempre denotaré con U. A esta superficie, que  también será continua e infinita en toda dirección, la distinguiré de la superficie anterior mediante el término segunda superficie. Entonces es evidente que la tarea completa está implicada en mostrar que existe al menos un punto ubicado simultáneamente en el plano, sobre la primera superficie y sobre la segunda superficie. 
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Se puede ver fácilmente que la primera superficie se ubica parcialmente arriba y parcialmente abajo del plano; pues es claro que la distancia del centro se puede tomar tan grande que los términos restantes en T no contribuyen en nada comparados con el  primero rmsenmφ;  pero ése puede hacerse positivo al igual que negativo según se determine el ángulo φ. Por lo tanto el plano fijo necesariamente se intersecará  con la primera superficie. A esta intersección del plano con la primera superficie la llamaré la primera curva, la cual por lo tanto estará determinada por la ecuación T = 0. Por la misma razón, el plano se intersecará con la segunda superficie. La intersección constituye una curva determinada por la ecuación U = 0,  a la cual llamaré la segunda curva. Especialmente, cualquiera de estas curvas consiste de varias ramas que generalmente pueden estar separadas, pero cada una de las cuales será una curva continua. En realidad  la primera  curva siempre será tal que es llamada compleja, y el eje GC debe considerarse como siendo  parte de esa curva; pues sea cual fuere el valor que se le pueda dar a r, T siempre será = 0 cuando ocurra que φ= 0 o φ= 180°. Pero es mejor considerar como una curva a la composición de todas las ramas que pasen por cualesquier puntos donde T = 0  (de acuerdo con el uso generalmente aceptado en las matemáticas superiores). Y hacer lo mismo con todas las ramas que pasen por cualesquier puntos donde U = 0. Obviamente, la tarea se ha reducido ahora a la de demostrar que existe en nuestro plano al menos un punto donde alguna rama  de la primera curva se intersecta  con una rama de la segunda curva. Para esto, es imperativo inspeccionar la naturaleza de estas curvas más cercanamenente.  
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Primero que todo, observo que cualquiera de las dos curvas es algebraica y de orden M si la asignamos a coordenadas ortogonales. Ahora bien si se supone que el origen está en C, la abscisa x se toma en la dirección de G y la y correspondiente hacia P, entonces x = r cos φ y
y = r sen φ,  y por lo tanto, de manera general para cualquier n,

                                n· n-1· n-2                n….n-4

rn sen n φ = nxn-1y- (((( xn-3y3 + (((( xn-5y5 - etc                                                    
                                      1.2.3                    1….5 

                               n· n-1             n·n-1·n-2·n-3

rn cos n φ = xn (( xn-2yy+ ((((( xn-4y4 - etc                                                    
                               1 · 2                   1·2·3·4 

De donde se sigue que tanto T  como U consistirán de varios términos de la forma ax(y( donde ( y ( denotan enteros positivos cuya suma a lo más es = m. Además fácilmente se ve que todos los términos de T contienen un factor y, por consiguiente la primer curva en sentido estricto está compuesta de una línea recta (con ecuación 
y = 0) y una curva de orden  m-1, aunque esta distinción no necesita ser considerada aquí.

La investigación  de si la primera y la segunda curva tienen ramas infinitas, cuántas y de que tipo, será de mayor importancia. A una distancia infinita del punto C, la primera  curva, cuya ecuación es

                        A                          B

sen m φ + (  sen (m-1)φ + (  sen(m-2)φ etc. = 0

                         r                           rr

coincidirá con la curva cuya ecuación sen m φ = 0. Luego,  esto produce m líneas rectas que se intersecan una con otra en el punto C, la primera de las cuales es el eje GCG’,  estando inclinadas las otras  hacia el eje en ángulos de 


 1            2             3

( 180º, ( 180º, ( 180º etc Por lo que la primera curva 
 m           m          m

tiene 2m ramas infinitas que dividirán la circunferencia de un círculo con radio infinito en 2 m partes iguales, así que la circunferencia será cortada por la primera rama donde se interceptan el círculo y el eje, por la segunda rama a la distancia (1/m)180°,  por la tercera a la distancia (2/m)180°,  etc. De la misma manera, la segunda curva tendrá una asíntota de ecuación cos m φ = 0  a una distancia infinita del centro. Esta segunda curva es la compuesta de m líneas rectas que se intersecan en el punto C en ángulos iguales de tal forma que la primera línea forma un ángulo de  (1/m)90° con  el eje, la segunda un ángulo de (3/m)90°, la tercera un ángulo de (5/m)90°, etc. De este modo, la segunda curva también tendrá 2 m ramas infinitas, cada una de las cuales ocupará el espacio entre las dos ramas adyacentes de la primera curva de tal manera que se intersecan con la circunferencia de un círculo de radio infinito en puntos que difieren del eje por (1/m)90°, (3/m)90°, (5/m)90°, etc. Además es claro que el eje mismo siempre constituye dos ramas infinitas de la primera curva, esto es, la primera y la (m+1)-ésima. De una manera perceptiblemente clara, se muestra esta posición de las ramas en la Figura 2, construida para el caso m = 4, en la que las ramas de la segunda curva aparecen punteadas para distinguirlas de las ramas de la primera curva; esto también tiene que hacerse notar en la figura 47. A causa de que estas conclusiones son en realidad de la mayor importancia, y a causa de cantidades infinitamente grandes pueden disgustar a algunos lectores, mostraré cómo desarrollar estas conclusiones sin la ayuda del infinito en los siguientes artículos.  
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Teorema: Manteniendo todo igual que en lo que precede, se puede describir un círculo alrededor de C sobre cuya circunferencia están 2 m puntos donde T= 0 y la misma cantidad en los U = 0 , y de tal forma que los últimos se ubican cada uno entre pares de los primeros puntos. 

Si se toma la suma de todos los coeficientes A, B, etc., K, L, M  como positiva e = S, y también R se toma (S(2 y ( 18, entonces afirmo que lo que se ha enunciado en el teorema necesariamente tendrá lugar en un círculo de radio R.  En otras palabras,  para abreviar designemos por (1) el punto de la circunferencia de este círculo que está a  (1/m)45° de la intersección del círculo con la parte izquierda del eje, o para el cual φ = (1/m)45°; similarmente, denótese con (3) el punto que está a (3/m)45° de esa intersección, o para el que φ = (3/m)45°; en seguida con (5) denótese el punto donde φ = (5/m)45°, etc., hasta (8m-l) que está a  ((8m-1)/m)45° de esa intersección si se procede siempre en la dirección de esa parte (o (1/m)45° hacia la parte opuesta). Después de lo cual se obtendrá un total de 4 m puntos sobre la circunferencia espaciados a intervalos iguales. Entonces un punto caerá entre (8m-1) y (1) para el cual T = 0, y ciertamente puntos similares estarán entre (3) y (5), entre (7) y (9), entre (11) y (13), etc. Así, hay 2 m de ellos. De la misma manera, puntos individuales para los cuales U=0 caerán entre (1) y (3), entre (5) y (7), entre (9) y (11), etc., de lo cual se sigue que su número es también 2 m. Finalmente, no habrá otros puntos sobre toda la circunferencia, mas allá de estos 4 m puntos para los cuales T o U = 0 .

Demostración:   I. En el punto (1), m φ = 45° y por lo tanto

T = Rm-1(R(1/2 + A sen(m-1)φ + (B/R) sen(m-2)φ + etc. + L/Rm-2 senφ).  Sin    embargo, la suma A sen(m-1)φ + (B/R) sen(m-2) φ etc. Puede ciertamente no ser mayor que S y por lo tanto necesariamente es menor que R(1/2; de lo que se sigue que el valor de T en este punto es ciertamente positivo. 

Más importante aún, T consecuentemente tendrá un valor positivo siempre que  m·φ caiga entre 45° y 135° i.e. del punto (1) hasta el (3) el valor de T será positivo. Por la misma razón T tendrá un valor positivo del punto (9) hasta el (11), y en general de cualquier punto (8k+1) hasta (8k +3) donde k denota cualquier entero. Similarmente, T tendrá valores negativos en todas partes entre (5) y (7), entre (13) y (15), etc., y de manera general entre  (8k + 5) y (8k + 7), y ciertamente en ninguna parte de todos estos intervalos será = 0. Pero a causa de que en (3) este valor es positivo, en (5) negativo, necesariamente será = 0 en alguna parte entre (3) y (5); y ciertamente también  entre (7) y (9), entre (11) y (13), etc. hasta el intervalo entre (8m-1) y (1), incluyendo éste así que en total T= 0 en 2m puntos. Q.E.P. 

II. Más allá de estos 2 m puntos no hay otros que tengan esta propiedad, según puede verse de este modo. A causa de que no hay ninguno entre (1) y (3) , (5) y (7) etc., tales puntos no podrían existir de ninguna otra  manera más que en algún intervalo entre (3) y (5), o entre (7) y (9), etc., estarán al menos 2. Entonces T necesariamente será un  máximo o un mínimo en el mismo intervalo y por lo tanto (dT)/(dφ) =0. Pero (dT)/(dφ) = mRm-2(R cos mφ +
(m-1)/m A cos(m-1)φ + etc., y cos m φ es siempre negativo entre (3) y (5) y ((1/2 (9). De donde se ve fácilmente que en este intervalo completo (dT)/(dφ) es una cantidad negativa; de la misma manera es positivo en todas partes entre (7) y (9), negativo entre (11) y (13), etc., así que no puede ser = 0 en ninguno de estos intervalos, y por lo tanto esa suposición no puede sostenerse. Por lo tanto, etc. Q.E.S. 

III. Otra vez, de manera similar se demuestra que U tiene un valor negativo en todas partes entre (3) y (5), (11) y (13), etc., y de manera general entre (8k + 3) y (8k + 5), pero un valor positivo entre (7) y (9), (15) y (17),  etc., y de manera general entre (8k + 7) y (8k + 9). De esto se sigue inmediatamente que U debe volverse = 0 en alguna parte entre (1) y (3), entre (5) y (7), etc., i.e. en 2 m puntos. Otra vez, en ninguno de estos intervalos puede (dU)/(dφ)=0 (lo cual se demuestra fácilmente de la misma manera que antes); de donde se tiene que no será posible que haya más de esos 2 m puntos donde U = 0 sobre la circunferencia del círculo. Q.E.T. y Q.  Además, esa parte del teorema según la cual no existen más de 2 m puntos en que T = 0, ni más de 2 m puntos en los que U = 0, también se puede demostrar a partir de que las ecuaciones T = 0 y U = 0 describen curvas de orden m que no pueden intersecarse en más de 2 m puntos con un círculo como una curva de orden 2 como se estable en las matemáticas superiores.
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Si se describe otro circulo alrededor del mismo centro con un radio mayor que R y se divide de la misma manera, entonces sobre este circulo también caerá un punto entre los puntos (3) y (5) y análogamente (7) y (9), etc., donde T = 0. Y se ve fácilmente que entre menos difiera el radio de este círculo del radio R, más cercanamente juntos deben estar situados estos puntos particulares entre (3) y (5) sobre las circunferencias de estos dos círculos. Lo mismo sucederá también cuando se describa un círculo de radio algo menor que R pero mayor que S(2 y 1. De donde se percibe sin dificultad que la circunferencia del círculo dibujado con radio R verdaderamente se interseca con alguna rama de la primera curva en ese punto entre (3) y (5) en el que T = 0; y lo mismo es verdad para los otros puntos donde T = 0. De la misma manera es claro que la circunferencia de este círculo se intersecará con alguna rama de la segunda curva en todos esos 2 m puntos donde U = 0. Estas conclusiones también se pueden expresar de la siguiente manera: Cuando un círculo de la magnitud requerida se dibuja alrededor del centro C entonces 2 m ramas de la primera curva y la misma cantidad de la segunda curva entrarán en él, y ciertamente de tal manera que cualesquiera dos ramas sucesivas de la primera curva estarán separadas por alguna otra rama de la segunda curva alternadamente. Véase la figura 2 donde el círculo, sin embargo, no es de magnitud infinita sino finita. Los números añadidos a las ramas individuales no deben confundirse con los números con los que he designado en forma breve, en éste y en los artículos precedentes, las intersecciones exactas sobre la circunferencia.
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A partir de esta posición relativa de las ramas entrando al círculo se puede deducir ya de muchas maneras que necesariamente debe haber una intersección de alguna rama de la primera curva con una rama de la segunda curva dentro del círculo. Y difícilmente puedo determinar cuál método debe escogerse  preferiblemente sobre los otros. El más apropiado parece ser éste: Designemos con 0 (Figura 2) el punto de la circunferencia del círculo donde éste es intersectado con la parte izquierda del eje (el cual él mismo es una de las 2 m ramas de la primera curva); con 1, el punto más próximo donde una rama de la segunda curva entra; el punto más próximo a éste donde la segundo rama de la primera línea entra, con 2, y así hasta 4m-1. De esta manera una rama de la primera línea entra al círculo en todo punto marcado con un número par, mientras que una rama de la segunda línea entra en todos los puntos representados con un número impar. Pero de acuerdo con las matemáticas superiores, cualquier curva algebraica (o las partes individuales de tal curva algebraica si esta acaso consiste de varias partes) regresa sobre sí misma o bien se extiende al infinito.

Consecuentemente, una rama de cualquier curva algebraica que entra en un espacio limitado, debe necesariamente salir de este espacio en alguna parte.(10) De esto se concluye fácilmente que cualquier punto marcado con un número par (o dicho brevemente, cualquier punto par) debe estar conectado dentro del círculo con otro punto par por una rama de la primera curva,  y así mismo cualquier punto marcado con un número impar con un punto similar por una rama de la segunda curva. Ahora bien,  aunque esta conexión de dos puntos tales puede ser muy variada de acuerdo con la naturaleza de la función X de tal manera que en general no puede ser claramente descrita, es sin embargo fácil demostrar que una intersección de la primera curva con la segunda siempre ocurre sea cual fuera esa conexión finalmente.
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La demostración de que esto sucede necesariamente parece ser mas apropiadamente dada de manera indirecta. Es decir, supongamos que la unión de cualesquier dos de los puntos pares y dos cualesquiera de los puntos impares se puede determinar de tal manera que no resulte una intersección de una rama de la primera curva con una rama de la segunda curva. A causa de que el eje es una parte de la primera curva el punto 0 obviamente ésta conectado con el punto 2 m. El punto 1 puede por lo tanto no estar conectado con algún punto más allá del eje, i.e. con ningún punto marcado con un número mayor que 2 m, pues de otra manera la curva de conexión necesariamente intersecaría el eje. Si, por lo tanto, se supone que 1 está conectado con el punto n entonces n será < 2m. Por una razón similar, si se establece que 2 se tiene que conectar con n’, entonces n’ será < n,  pues de otra manera la rama 2... n’ necesariamente se intersectaría  con la rama 1... n. Por la misma razón, el punto 3 estará conectado con uno de los puntos que caen  entre 4 y n’; y obviamente cuando 3, 4, 5, etc. se toman  como conectados con n’’, n’’’, n’’’’, etc., entonces n’’’ cae entre 5 y n’’, n’’’’, entre 6 y n’’’, etc. Así que es evidente que al final se alcanzará algún punto h conectado con el punto h + 2, y entonces la rama que entra al círculo en el punto h + 1 necesariamente se intesectará  con la rama que conecta a los puntos h y  h + 2. Pero a causa de que una de estas dos ramas pertenece a la primera curva, el otro a la segunda curva, es así evidente que se contradice la suposición y que ciertamente necesariamente existe una intersección de la primera curva con la segunda curva en alguna parte.

Cuando esto se combina con lo que precede, se concluirá de todas las investigaciones expuestas que el teorema ha sido demostrado con todo rigor, que cualquier función entera  racional algebraica en una variable se puede resolver en factores reales de primer o de segundo grado.
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Además, de esos fundamentos no es difícil deducir que no sólo habrá una sino al menos m intersecciones de la primera línea con la segunda, aunque también puede ocurrir que la primera línea se intersecte con varias ramas de la segunda línea en el mismo punto. En este caso, la función X tendrá varios factores iguales. Pero como aquí puede ser suficiente haber demostrado la necesidad de una intersección, para abreviar no insistiré más sobre este asunto. Por la misma razón, tampoco consideraré otras propiedades de estas curvas mas ampliamente aquí, es decir una intersección siempre se hace en ángulos rectos; o si varias ramas de cada curva se juntan en el mismo punto, entonces habrá  tantas ramas de la primera curva como de la segunda, y estas estarán  ubicadas alternadamente y se intersectarán una con la otra en ángulos iguales, etc.

Finalmente observo que no es del todo imposible clarificar la prueba anterior, que he construido aquí sobre principios geométricos, en una forma puramente analítica. Pero esa representación que he expuesto aquí, creo hacerla menos abstracta; y expongo aquí la parte nodal de lo que se iba a demostrar más claramente ante los ojos de lo que se esperaría de una prueba analítica.
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Sobre el plano de la Figura 4 con relación al eje CG y un punto fijo de antemano, supongo que la primera y la segunda superficies en la misma manera que antes. Tómese cualquier punto sobre cualquier rama de la primera curva donde T = 0 (i.e., cualquier punto M sobre el eje). Si U no es también = 0 en este punto aváncese de este punto a lo largo de la primera curva hacia la parte en cuya dirección al valor absoluto de U decrece. Si por casualidad en el punto M el valor absoluto de U decrece hacia cualquiera de las dos partes entonces no importa en qué dirección se avance. Mostraré lo que se tiene que hacer si  U se incrementa hacia cualquiera de las dos partes. Es evidente, cuando se avanza  a lo largo de la primera curva, que necesariamente se llegará finalmente a un punto donde U = 0 o a tal punto donde el valor de U se vuelve un mínimo, i.e. el punto N. En el primer caso encontramos lo que buscábamos; en el último caso, se puede demostrar que en este punto varias ramas de la primera línea intersectan (y ciertamente en un número par de ramas). Sus mitades están arregladas de tal manera que el valor de U continúa decreciendo en cualquiera de las mitades que puedas desviar (ya sea una o la otra). (Por brevedad debo omitir la demostración de este teorema que es más larga que difícil). Avanza otra vez sobre esta rama hasta que U se vuelva = 0 u otra vez un mínimo (como sucede en la Figura 4 en P). Cuando desvías otra vez necesariamente llegaras a un punto donde U = 0. 

Contra esta demostración se puede plantear una duda. Puede ser sin embargo que aunque progreses y aunque el valor de U siempre decrece, que este decremento puede ser continuamente lento,  y que el valor no llegue justo al mismo límite; esta objeción corresponde a la cuarta en el artículo 6. Pero no es difícil asignar algún límite de tal manera que tan pronto traspases ese valor de U debe no solamente cambiar aun mas rápido, necesariamente, sino que también puede decrecer no mas allá, de tal manera que aun antes de que llegues a ese límite el valor de 0 debe necesariamente haber ocurrido ya. Me reservo para otra ocasión adentrarme más en esta materia y todo lo que solo he tocado ligeramente en esta demostración.  

Notas _______________________________________

1. Es apropiado observar que D’Alembert aplicó consideraciones geométricas en la exposición de su demostración y consideró a X como la abscisa y x como la ordenada de una curva (de acuerdo a la costumbre de los matemáticos de la primera parte de este siglo para quienes la noción de funciones era menos familiar). Pero todo su razonamiento, si uno considera sólo lo que es esencial, descansa no en principios geométricos, sino en principios puramente analíticos, y una curva imaginaria y ordenadas imaginarias son más bien conceptos arduos y pueden ofender a un lector de nuestro tiempo. Por lo tanto ha dado aquí más bien una forma de representación puramente analítica. He añadido este pie de nota para que quien compare la demostración de D’Alembert con esta exposición concisa no desconfié de que se ha alterado algo esencial.

2. Aquí hago notar de pasada que entre estas series hay muchas que pertenecen a aquellas que a primera vista parecen converger fuertemente, e.g. para la mayor parte de aquellas que el ilustre Euler usa en la última parte del Inst. Cal. Diff. Capitulo 6 en función de aproximar la suma de otras series, p. 441-474 (las series restantes, p. 475-478, son ciertamente convergentes); algo que nadie, hasta donde se, había observado. Por lo tanto es de desear que será revelado clara y rigurosamente porque estas series que convergen primero muy rápidamente pero después gradualmente, más y más lentamente y finalmente divergen más y más, puedan no obstante suministrar una suma muy cercana a la correcta sino se toman demasiados términos y ¿en qué tanto pueda tal suma ser considerada exacta?.

3. Todo este asunto será ampliamente explicado en otra investigación que ya está en imprenta, la cual aborda un tema muy diferente pero, no obstante, análogo. Ahí pude, con el mismo derecho, aprovecharme de una licencia de la que ciertamente todos los matemáticos hacen uso con ecuaciones. Las demostraciones de varias declaraciones podrían haber sido dadas en unas cuantas palabras con la ayuda de tales ficciones. Sin estas, ellas se tornan más difíciles y requieren de un arte más sutil. Pero preferí abstenerme totalmente de esas ficciones, y espero que esto me dará mayor satisfacción que el haber seguido el método de aquellos matemáticos.

4. Euler erróneamente tiene C, por lo que depuse también declara incorrectamente pqr = C .

5. En esa exposición parece haberse deslizado un error. En la p. 118. 1.5, en lugar de la letra p (on choisissoit seulement celles oú entroit p etc.)  es necesario leer une méme racine quelconque de l´ équation proposée, o algo similar porque de otra manera no tiene sentido.

6. El segundo volúmen de esa Miscelleanorum,  p. 337, contiene explicaciones a este tratado. Sin embargo, ella no trata con la presnte investigación sino con logaritmos de cantidades negativas sobre las cuales ese tratado discurre.

7. La cuarta figura ha sido construida asumiendo que X = x4- 2xx + 3x + 10,  por lo cual los lectores menos familiarizados con investigaciones menos generales y abstractas pueden buscar la posición de ambas curvas en un caso concreto. La longitud de CG se toma = 10.

8. Cuando S ( R(1/2, la primera conclusión incluye la segunda; cuando S( R(1/2, la segunda incluye la primera.

9. En tiempos de Gauss, (1/ 2 era  ( .7071 ….,y no exactamente.7071 como se define generalmente hoy (nota del traductor).

10. Parece haber sido probado con suficiente certeza que una curva algebraica no puede quebrase súbitamente en cualquier parte (como sucede por ejemplo con la curva trascendental cuya ecuación es y = 1/(lnx) ) ni perderse, por así decirlo, después de infinitamente muchas vueltas como la espiral logarítmica. Hasta donde se, nadie a planteado alguna duda sobre esto. Sin embargo alguien podría demandarla, entonces asumiré para alguna otra ocasión dar una demostración que no esté sujeta a duda alguna. En el caso actual esto es realmente manifiesto: supóngase alguna rama, por ejemplo 2, que no sale del círculo en ninguna parte (Figura 3). Entonces podrías entrar al círculo entre 0 y 2, después podrías ir alrededor de toda la rama (la cual se habría perdido en el espacio del círculo), y finalmente podrías salir de nuevo del círculo entre dos y cuatro de tal manera que en toda la trayectoria no habrás intersectado la primera curva, que esto es realmente absurdo es claro desde el hecho de que en el punto donde entras al círculo tienes la primera superficie sobre de ti; en la salida, debajo de ti. Por lo tanto debes necesariamente en alguna parte asir la primera superficie, es decir: sobre un punto de la primera curva.

Además, de este razonamiento basado en los principios de la geometría de posición que no son menos verdaderos que aquellos de la geometría de tamaño, se sigue que, si entras al círculo sobre cualquier rama de la primera curva entonces puedes salir del círculo en algún otro lugar mientras siempre permanezcas sobre la primera curva. Sin embargo, esto no significa que toda tu trayectoria es una curva continua en el sentido que se entiende en las matemáticas superiores. Aquí es suficiente que la trayectoria es una curva continua en el sentido usual, es decir ininterrumpida en parte alguna
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