Riemann Anti-Tontos Parte 29
Los crimenes de Klein

Al trabajar los conceptos que subyacen la prueba degnitudes. Esto es, qué magnitudes son “cognestialpartir
1799 de Gauss del teorema fubdmental del algebra&l ode la circunferencia y el didmetro del circulo, yales son
descubrimiento de Gauss de los principios que sudg la “incognoscibles”.
divisién del circulo (para tomar solamente dosgjes), uno se Klein continta, “Desde el principio debemos insisti
enfrenta inmediatamente con el hecho de que talssbre la diferencia entre construcciones teéricpsagticas. Por
descubrimientos surgen de métodos de pensamierjemplo, si necesitamos un circulo dividido comstrumento
explicitamente antideductivos. La mayor parte dalificultades de medida, simplemente lo construimos. Tedricamente
gue experimentan los estudiantes modernos qudantérabajar tiempos antiguos, sélo era posible (con el usaedkary compas)
esos descubrimientos, estan arraigadas en la &indée estos dividir el circulo en un nimero de parte§ 3 y 5 y sus
individuos a regresar a los habitos profundamemfgrégnados productos. Gauss afiadio otros casos al mostrarsiailidad de

de pensamiento deductivo, justo en el punto doedeeguiere
un salto creativo explicitamente anti-deductivdddpgde esta el
cubo en la construccion de Arquitas?”; “¢Qué &st@ando de
probar Gauss exactamente?”; “Entiendo lo que dipes) no

la divisibn en dondep es un numero primo de la forma
p=(Z"+1, y la imposibilidad para todos los otros namsere
estos resultados no se derivd ninguna ventaja ipmacta
importancia de los desarrollos de Gauss es puranedrica”.

entiendo que significa” son algunos de los sintbomnunes de La separacion que hace Klein entre lo tedrico y lo

tal afliccion. practico, ademas de ser un fraude, es puro Bogonali
La persona seria podra valorar que tales sintornas perverso. Uno soélo necesita ver la narracion quee ha

indican necesariamente una condicidén incurabley siilo los Eratéstenes de la historia de la duplicacién délocicomo lo

efectos recurrentes de los métodos de ensefianiaoses que
sufren la mayoria de las personas en la actualitada los
pacientes de tales efectos sera util tener unanvidinica de
cémo se introdujo ese “deductivismo” en
educacionales modernas por Félix Klein, el nietditipo de

G.W.F. Hegel. Siendo un matemético talentoso, Kfeim un

reduccionista, no tan radical o tan abiertamenseigt|a como
Russell, Kronecker o Helmholtz. Aun asi, su métdde

Bogomilismo puro. En vez de intentar borrar loscdésimientos
creativos de Leibniz, Gauss y Riemann, Klein adopt®
aparente “terreno intermedio”, por asi decirlo, eédncual los
descubrimientos fueron despojados de su profundocimiento
creativo y amoldados a una forma deductiva, es,dagiotente.

Aungue Klein tuvo una vasta influencia sobre logaués de
ensefianza de una amplia gama de temas cientif@@snuestro
propésito actual es suficiente ver su tratamien® Ids

principales descubrimientos de Gauss para obtdnaeneficio

clinico de liberar a esos individuos que, sabiémdnlno, han
sido victimizados por el crimen de Klein.

reportaTheon of Esmirna:
“En su trabajo titulad®lotinicus Eratostenes relata que
cuando el dios proclamé a los Delianos por medioodé&culo

las prastic que, para liberarse de una plaga, debian construgltar del

doble de tamafio que el existente, sus artesansgseesfuerzos
por descubrir como se podria hacer un sélido dbledde un
sélido similar fueron presa de la perplejidad. Buera
preguntarle a Platon sobre esto, quien les respandi lo que el
oraculo queria decir, no era que el dios querialian del doble
de tamafio, sino que deseaba, al asignarles tal &rergonzar a
los Griegos por su desprecio de las matematicsis desdén por
la geometria.”

¢Dénde esta la separacion entre lo tedérico y letipoa
en la narracién de Eratéstenes? ¢ Fue sélo un asdmico, que
los Delianos devinieran tan moralmente corruptosayeran
victimas de una plaga mortal por su menospreciosipoderes
cognoscitivos de la mente?

Cuando la Guerra de los Treinta Afios empez6
desplegar el maximo de sus horrores, Kepler, asiég del 25

Como discutimos en pedagogicas anteriores de estaiversario de la publicacion de Blysterium Cosmographicym

serie, los principales descubrimientos de Gausgni®rigen en
las paradojas que surgen en las investigacionésoderes”, de

la manera en que Platon define este concepto, mo &urgen

esas paradojas en los problemas clasicos de deblaubo y

trisectar un angulo. Para Platon, Cusa, Keplehiiej Kaestner,
Gauss y Riemann, estas investigaciones nos llevalasa
cuestiones mas profundas concernientes a la raldeiéhombre
con el universo. Asi, en sus escritos de 18B&mosos

Problemas de Geometria ElementaKlein reduce esos
problemas a lo siguiente, lo cual parecera inguietdae familiar

para la mayoria de estudiantes hoy:

invoco los beneficios “practicos” del poder de dogm “que
incluso ahora todavia hubiera, después del trastriento de los
asuntos austriacos que siguieron, un lugar padéclebd oracular
de Platén. Ya que cuando Grecia estaba incendiaddqmuier
en una larga guerra civil y estaba atormentadatdos los
males que usualmente acompafian a una guerra \cigé le
consulté acerca del Enigma Deliano, busc6 un pieteara dar
un consejo saludable para los pueblos. Respondpiaanente
que, de acuerdo a la opinién de Apolo, Grecia iestm paz si
los griegos regresaban a la geometria y otrosiesttithsoficos,
en tanto que estos estudios tornarian sus espidtles ambicion

“En todos estos problemas los ancestros buscaron yeotras formas de codicia, de las cuales surgeguesas y otros

vano una solucién con regla y compas, y la celalride esos
problemas se debe pricipalemente al hecho de q®lgaiéon
parecia demandar el uso de herramientas de un sugenior...”
Esto es ya un fraude completo. El circulo de Platwionsidera
la regla y compas como “herramienta”, sino quenadepler
resume el problema en el primer libro de la “Arnsordel
Mundo”, el problema a investigar es la “cognosdabidl” de

males, al amor, la paz y a la moderacion en taasdsas”.

El mismo Gauss, como director del observatorioale |
Universidad de Gotinga, dijo que los problemastigo en que
habia caido Europa en ese entonces, surgian dirdesr los
descubrimientos puramente cognoscitivos.

Klein esta mortalmente equivocado. Los
descubrimientos de Gauss no son puramente teéRegsnocer

1



esto es crucial para ser capaz de entender lasmdiatas
elementales desde un punto de vista verdaderamgatezado

(Larouchiano).

Riemann Anti-Tontos Parte 30
Los poderes de Uno

La mafana del 30 de marzo de 1796, Carl Friedricddeometria elemental no se extiende mas alla deaksmenos no

Gauss descubrié que la forma en que la gente pab&ado por
mas de 2,000 afios era equivocada. Ese fue el diadau
después de un intensivo periodo de concentraciérton mayor
penetracion que nadie mas antes la “conexién pdafuentre las
magnitudes trascendentales y la aritmética superior

se de un intento exitoso por exceder esos limites.”

“Tanto mas, pienso, el descubrimiento merece aanci
gue ademas de esos poligonos ordinarios hay asigrtpo, por
ejemplo el de 17 lados, que se pueden construir
geométricamente. Este descubrimiento es, en vestdd, un

El primer anuncio publico de su descubrimiento &ue corolario especial para una teoria de mas grandeeg, todavia

iniciativa de E.A.W. Zimmerman, un colaborador der@ham
Kaestner, quien dirigia el Collegium Carolineumekcuela de
estudios clasicos, donde Gauss habia recibido swaeibn
preparatoria. La noticia se publico en abril de 61h una
edicion deAllegemeine Literatuzeitung

“Cualquier principiante en geometria sabe que sario

poligonos regulares, como el triangulo, el cuathit® el
pentagono, el poligono de 15 lados, y los que supmm la
continua duplicacion del namero de lados de ellssn
geométricamente construibles.”

no completa, que serd presentada al publico tantg@rcomo
haya sido completada.”
Carl Friedrich Gauss
Estudiante de Mateméticas en Goettinger

sus 18 afios de edad, aqui en Brunswick dedicadagual
éxito a la filosofia y la literatura clasica, ashno a las
matematicas superiores.”

Prof. E.A.W. Zimmerman.

“Fue asi desde los tiempos de Euclides, y, desde

entonces, parece haberse generalmente dicho gaenpb de la

Riemann Anti-tontos Parte 31
El periodo orbital del circulo

La mayoria encontrard muy desafiante lo que siguE| descubrimiento crucial de Gauss fue reconocer gada

pero cualquiera que haga el esfuerzo de trabaarbricamente
recompensado, ya que el conocimiento obtenido feofindas
implicaciones para la sobre vivencia de la civdida.

Si vemos en
construibles, el triangulo, el cuadrado y el peatég cada uno
es construible por una serie de pasos sucesivadiame los
cuales se construye una magnitud “cognoscible”’egpdés de
esa magnitud, se construye otra magnitud “cogniescibasta
gue el lado del poligono es encontrado. Por ejenablisiangulo
se construye construyendo primero el hexagonota pat radio
del circulo; después se construye el lado deldtikna partir del
lado del hexagono. El cuadrado se construye dedumediro y un
segundo diametro perpendicular al primero. El pora se
construye construyendo primero la proporcién auyedespués
se deriva el lado del pentagono de la proporaidag

poligono (“sistema planetario”) se podia constm@mo una
cadena de “periodos orbitales” y “sub-periodos”.catacter de
las magnitudes asociadas con esos periodos y sigolgE esta

los casos conocidos de poligonaeterminado por las caracteristicas numérico-tasriel nimero

primo, 0 mas especificamente, del nUmero primo méno
Aqui dentro yace la “conexién profunda” entre la

generacion de magnitudes trascendentales y la @étiten
superior. Las caracteristicas aritméticas detemmiageometria,
mientras que la geometria, a su vez determinaalacteristicas
aritméticas. A diferencia de formalistas tales coifaler,
Lagrange y D’Alembert, Gauss no vio distincion entas
caracteristicas geométricas y las aritméticas. iEiim principio
fisico que gobierna al circulo, gobierna al numér.que el
circulo oculta, el numero lo revela. Uno solamargeesita ser
capaz de, como dijo Platén, “ver la naturalezandghero con

En cada uno de los ejemplos anteriores, cada noglgnisolo la mente”. (Recuerda que la palabra griegdadeual se

en la cadena se construye de su predecesora pale sicrion
circular. Consecuentemente, tales magnitudes
conmensurables con el tipo de magnitudes asoct@masloblar
el cuadrado, es decir, magnitudes de segundo gadD,se
generan por simple accion circular. Distintas stnrhagnitudes
de tercer grado que se asocian con doblar el daboguales,
como se vio en la construccién de Arquitas, regunida accion
compleja de rotacion y extension.

Por lo tanto, aquellos poligonos, cuya construcGén
puede rededucir a una cadena anidada de magndadeyundo
grado son, en principio, construibles. Todas lessato lo son.

deriva “aritmética” tiene la misma raiz que la patagriega,

starmonia”).

Para Gauss, el circulo no es simplemente un objetd
espacio visible, sino mas bien un artefacto dedacan el
dominio complejo. Divisiones sucesivas del ciradfiejan una
sucesion de diferentes tipos de acciones corregpurd a la
jerarquia de poderes. Los vértices de un poligegalar de “n”
lados, son las “n” raices de 1. Inversamente, eSatEes pueden
ser generados como una sucesion de poderes.

Irébnicamente, los principios del asi llamado domini
“imaginario” determina lo que es posible en el damivisible.
Gauss mostré que el principio profundo de su geitera
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deviene conocido con el examen de lo que él llamadresiduos desde la armonia a las notas, por asi decirlo,ramki como
de poderes” en suBisquisitiones Arithmeticae “leer” esta cadena de periodos y sub periodosgeteaminar las
Cada mo6dulo numero primo tiene un periodgosiciones de los vértices, (“orbitas”) del poligon
caracteristico de residuos respecto a una serjoderes. Por Para propésitos pedagogicos es mas eficiente ahstrsi
ejemplo, el mddulo 5 produce el periodo de residyds 4, 3, 1, continuamos con el ejemplo del pentagono.
2,4, 3,1, 2, 4, 2tc., con respecto a los poderes de 2, y El primer paso en la determinacion de los vértimgpentagono
periodo de residuog, 3, 4, 2, 1, 3, 4, 2, 1, 3, 4, &tc., con es organizar los vértices en un periodo “arménic@imo ya
respecto a los poderes de 3 (Ver Riemann Anti-BoR#ertes 20- mostramos anteriormente, todos los vértices segougénerar
23) como una serie de poderes de cualquiera de ellwdoRanto,
(Dado que los poderes de 2 y 3 produce period@auss empieza con uno de los vértices y genera todootros
completos, todos diferentes, se les llama “raicesifvas” de 5. como una serie de poderes. Pero, para descubrir las
Compara este resultado con los periodos generadososd caracteristicas “arménicas”, tienen que ser orcendeé acuerdo
residuos de los poderes de 2 y 3 relativo al médulen el caso al principio exhibido por los residuos de la raidmyjtiva.
de 7, 3 es una raiz primitiva, mientras que 2 res)o Continuando con el ejemplo del pentdgono, estoifgigria
Estos periodos son periodos completos y no seaaltergenerar el periodo de los poderes de a” (2M0R%Y, a(2/2) y
cuando todos los elementos son multiplicados palqoier a™(2”3). Tomando los residuos de esos periodogivesaal
namero. Por ejemplo, multiplich 2, 4, 3por cualquier nimero, médulo 5, esos vértices estaran ahora en el otg2r4,3
y toma los residuos relativos al médulo 5. El pdwisesultante Este periodo puede ser dividido en dos sub peritdbs
serd el mismo que el primero. De manera similaig paperiodo y 2,3 que define el primer conjunto de magnitudes redas
1, 3, 4, 2 (El lector debera ejecutar esos experimentos.) para construir el pentdgono. Para determinar arvdé estas
Cada periodo completo tiene también dos sub pesiodanagnitudes, Gauss las considero como “raices’ago djue son
Para el caso del médulo 5, esos sub periodosisa@ry 2, 3 los dos, deben ser “raices” de una ecuacién cuadrdtlema al
cuales “orbitan” uno en otro. Cuando cada sub peries valorde1,4=rly al valor d&,3= r2.
multiplicado por 2 o 3, se transforman en el ooando se Aqui, de nuevo, Gauss trabajé por inversién. Aun si
multiplican por 1 o 4, permanecen incambiables. conocer cuales son los valores para rly r2, éxcgpe son
De manera similar, el médulo 7 produce el periodo draices” de la misma ecuacion cuadratica, Gaus® pabajar
residuos], 3, 2,6, 4,5, 1, 3, 2, 6, 4cbn respecto a los podereshacia atras desde la relacion arménica entre gdlees determinar
de 3. Este contiene 2 sub-periodos de 3 elemeatis unol, lo que debe producirlas.
2,4y 3, 6,5y 3 sub-periodos de 2 elementos cada w,3, Para resolver este problema, Gauss recurre adeidgel
4,y 2, 5 (Mucho se ganara si el lector trata de multiplics entre las raices y los coeficientes de las ecuesiaigebraicas
elementos de cada sub- periodo para ver que tnaafiones (introducidas sin demostracion). Esa relacion egjue si una

ocurren). ecuacion cuadratica esté en la formeAx+B=0, la suma de las
El médulo 17 produce el periodo de residuos, 19,3, raices es igual a -A 'y el producto de las raicegues a B.
10, 13, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6 caspeeto a los Regresando a nuestro ejemplo. Aun sin conocer los

poderes de 3. Este contiene 2 sub-periodos derBegitos: 1, 9, valores de los vértices individuales, podemos centecsuma y
13, 15, 16, 8,4, 2y 3, 10, 5, 11, 14, 7, 12, 6ul-sub-periodos los productos de ellos. La suma de los sub peritdbg 2,3 es
de 4 elementos: 1, 13, 16, 4; 9, 15, 8, 2; 3, 5,1P4y 10, 11, 7, 1+2+4+3. Esto significa sumar juntos los nimeros complejos
6. Y, finalmente, 8 sub-sub-sub-periodos de 2 eitoeel, 16; que corresponden a los vértices 1,2,4,3. Cada miomnplejo
3,14;9,8;10,7;13,4;5,12; 15, 2; 11, 6. denota una cantidad compleja de rotacibn y extansié
Nota que, en todos los casos, la suma de los némioun combinadas. Para sumar nimeros complejos, llevasba la
periodo o sub periodo es siempre congruente aafivela los rotacion y extension en serie. En este ejemplangmo lleva a
mdédulos, y que las longitudes de todos los perisdossiempre cabo la rotacion y extension que produce el vétticEntonces

el médulo menos 1, o un factor del médulo menos 1. desde el punto final del vértice 1, ejecuta ladidray extension
que corresponde al vertice 2, etc. Geométricam&gg0 NOS
La Determinacion de las Orbitas del Poligono LLEVA “DE DENTRO AFURA"™ DEL PENTAGONO,

Siendo un artefacto de una accion en el dominioptejm cada “ADENTRO” . (Ver figura.) De esto se puede ver dqaesuma
uno de los vértices individuales corresponden anumero de 1+2+3+4 =-1.
complejo. Los “n” nimeros complejos corresponddnsa“n” De manera similar, también podemos determinar el
vértices de un poligono de “n” lados, comprendiend@eriodo producto de los sub periodos, aun sin conocer dtmes de los
completo de “n” raices. El problema que Gauss atdrdue vértices individuales. El producto de los sub mo®l,4y 2,3
¢,como determinar las posiciones de los vérticewvithdhles es (1+2)+(1+3)+(4+2)+(4+3). Tomando los residuos relativos
(“orbitas”) de un poligono?. al médulo 5 estos son iguales &+4+1+2 los cuales también

El descubrimiento de Gauss fue mostrar que cada us@n iguales a -1. (Ver figura.) (Esto es tambiéidaue del
de esas “orbitas” esta completamente determinada Ipo hecho de que 1 x 4 x 2 x 3 = 24 el cual es congeuan -1
naturaleza armoénica del todo. Que el principio amicw se mddulo 5.)
refleja en la cadena anidada de periodos y sulogueside los Por tanto,1,4 y 2,3 son las “raices” de la ecuacién
residuos de poderes. Gauss trabajé por inversiomoCKepler cuadratica donde A =1y B= -1, d+x-1=0. Esto significa que
con las orbitas planetarias, Gauss entendié querietipio 1,4=rl = (-1+V5)/2,y2,3=r2 = (-1-V/5)/2.
armonico determina las posiciones individualesesi@ manera El paso final para la construcciéon del pentagono es
desarroll6 un método para trabajar de arriba aoaksgto es, encontrar los dos vértices a partir los valoreg@redescubiertos
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de cada sub periodo. Por ejemplo, los vértices 4 son las

“raices” del sub periodd,4, y los vértices 2 y 3, son las “raices”Por ejemplo, la construccion del heptagono serrhitada por

del sub period@,3.

una accién cubica y una cuadrética. El de 11 lasesh

En suma, la accién que genera el pentagono es ugerminado por una accién de 5to poder y una étiedr el de

cadena anidada de acciones de segundo grado, y
geométricamente “cognoscible”.

Lo que Gauss ha demostrado en general, es que cada

poligono se genera por
determinadas por los periodos y sub periodos foosgubr los
residuos de poderes. Dado que el nimero y longitidsos
periodos y sub periodos estd determinada por lo®ris del
moédulo menos 1, el grado (o poder) de cada acc#n
determinard por esos factores.

una serie anidada de asciofedos son todos generados por

#8iJados por una accién cubica y dos cuadratidate @9 lados
por dos acciones cubicas y una cuadratica.
Por otro lado, los de 17 lados, 257 lados, el d83%55
una cadena de poderes
cuadraticos, y son, por tanto, geométricamenterigsgbles”.
Cualquiera que haga el esfuerzo por revivir este
descubrimiento de Gauss a sus 18 afios de edadibdesain
imcremento correspondiente en su propio poder cmifinD.

Riemann Anti tontos parte 32
Los inicios de la Geometria Diferencial

Cincuenta y dos afios después de la disertaciéordbct para determinar la posicion,

de 1799 de Gauss sobre el teorema fundamentalgidira, su
estudiante, Bernhard Riemann, presenté para juleidGauss,
una disertacién doctoral igualmente revolucionagia llevé el
descubrimiento inicial de Gauss a un nuevo donsuojerior. La

direccion y velocidagctas de
cada planeta en cualquier momento, asi él demanitdéncion
de unas nuevas matematicas. Kepler prescribio a@les t
matematicas deberian ser capaces de determinarssoexpresa
el principio armoénico que determina los extremdsptineta a

tesis de Riemanrkbundamentos para una teoria general de lagravés de la totalidad de la orbita, y dio los @rios pasos hacia
funciones de una variable complgj@laborada sobre los el desarrollo de esas matematicas. (Ver Riemanntcmibs

fundamentos del propio trabajo de Gauss, establecia
generalizacién completa de los principios de la ongetria
diferencial fisica que fue puesta en marcha porldepn su
propuesta aproximadamente 250 afios atras.

Es benéfico, y quizéd esencial, como preliminar para
discusién mas detallada del trabajo de Riemannyiretres
descubrimientos ejemplares de principios fisicos, gamados
juntos, trazan el desarrollo histérico de las idg@es condujeron
al trabajo de Riemann: Los principios de Keplermelimiento
planetario; el descubrimiento de Leibniz-Bernod#i principio
de la catenaria; y el propio trabajo de Gauss emaga. Los
tres, aunque aparentemente distintos, estan de lheanamente
conectados. Todos ellos tratan, en una forma u, aoa
investigaciones de la naturaleza de la gravitacidiversal, v,
tomados en conjunto, contienen una sucesion deepwg de
generalidad y poder crecientes.

partes 1-6).

Respondiendo a la demanda de Kepler, Leibniz y su
colaborador, Johann Bernoulli, desarrollaron etwdét del cual,
la expresién mas general se demuestra en su trabajanto
sobre la catenaria. A primera vista, la catenaarege similar, en
principio, a una orbita planetaria, en que la fordeala curva
parece estar determinada por la posicion de losoputte los
cuales cuelga la cadena. Si la posiciébn de estastdp
colgantes” cambia, la cadena se reorienta a si aniden tal
manera que su forma completa se mantenga. Enertidcs la
relacién de esos puntos colgantes con todos las qiuntos
sobre la catenaria, inicialmente parece analoga@dcion entre
las velocidades extremas de un planeta a la ogbira. Pero,
como Bernoulli mostré en su libro sobre calculegnal, todos
los puntos sobre la catenaria, excepto el puntobafs son, en
todo momento, puntos colgantes. (El lector debemexar

Empieza primero con Kepler. Témalo en su totalidadRiemann para anti tontos parte Juisticia para la catenariy el

desde elMysterium Cosmographicura Harmonice Mundi.El
trabajo de Kepler demuetra que la acciébn que gohiex
cualquier planeta en cualquier momento es una duandiel
principio que organiza al sistema solar como unojodl
principio de gravitacion universal. Kepler descabgue este
principio tiene una caracteristica arménica, ld determina que
las 6rbitas planetarias sean elipticas y no cireala La forma
singular en que cada orbita eliptica individuatleterminada, no
por cada planeta solo, ni por la interaccién endeaese planeta
con el Sol, sino por las relaciones arménicas enta®
velocidades maximas y minimas de todos los planBa®tras
palabras, la accién del planeta en cualquier mamesta
determinada por esos extremos, entre los cualeslg&u la
orbita del planeta. Las magnitudes de esos purtolgantes”,
no son arbitrarias, ya que tomadas todas juntasforcnan

capitulo 4 deCémo Gauss determiné la Orbita de Cerpara
hacer los experimentos indicados dhiBsto es, en verdad, una
inversion del principio expresado en las Orbitapl&ganas. En
el caso del planeta, la orbita “cuelga” entre sos extremos.
Para la catenaria, el extremo, que es el punto bafs es el
Unico punto que no cuelga. (En términos de Cusaesseél punto
que esta simultdneamente en movimiento y en nomiento.)
Aplicando el célculo de Leibniz, Bernoulli demositémo la
catenaria se “desdobla” desde su punto mas’bajo

A su vez, Leibniz demostré que este principio &sic
también refleja las caracteristicas presentadaslgpduncion
(exponencial) logaritmica. (Ver escrito de Leibrénbre la
catenaria). De esta manera, la cadena colganteraeteriza por
el mismo principio trascendental que subsume lagemndn de
los llamados poderes algebraicos; el cual se exbibetros

aproximadamente, el ordenamiento armonico de laalascprocesos fisicos como el crecimiento biolégico mhigén en la

musical.
La excentricidad de las orbitas planetarias plante6
desafié para Kepler porque no existian los mediatematicos

escala musical. Consecuentemente, las caractesistie la
funcion (exponencial) logaritmica, es expresionudeprincipio
fisico y no de uno matematico.
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Ahora, compara los dos ejemplos previos con
descubrimiento de Gauss del Geoide. De 1818 a B85S
llevé a cabo la medicidbn geodésica del reinado danidver.
Esto implicaba determinar las distancias fisicés largo de la
superficie de la Tierra trazando triangulos y midie los
angulos formados por las “linea de visiéon” que éoarlados. La
paradoja que enfrent6 Gauss fue que la relaciéne elas
longitudes de los lados de los tridngulos y losuéogy es una

funcién de la forma de la Tiefta Sin embargo, la forma de la

Tierra no podria ser conocida antes de las medisiofkl
problema se complic6 mas por el hecho de que tdams
medidas fueron tomadas con respecto a la direcd®nla
atraccion de la gravedad, como esta aparece detaepor la
direccion de una plomada. Al igual que la relacémre los
angulos de un triangulo y las longitudes de susslada
direccion de la atraccién de la gravedad dependa ttema de
la Tierra. Por ejemplo, si la Tierra fuera esférilza plomada
siempre apuntaria hacia el centro de la mismaa Sidrra fuera
elipsoidal, la plomada podria apuntar a difererttiescciones
dependiendo del lugar sobre la elipsoide en queeddicién fue
tomada. Gauss mostré que el problema era aun mdslicado,
porque la forma de la Tierra es muy irregular. (\Reemann
anti-tontos parte 17).

Aqui Gauss enfrentd exactamente el mismo tipo
problema que enfrentaron Kepler y Leibniz antes guelas
mateméaticas existentes no podian medir tal formegutar.
Todos los enfoques previos empezaban con una sifos
priori de la forma de la Tierra, una que se confdra al
conocimiento matematico existente. (Esto nos trieraente la
insistencia tonta de Galileo de que la catenagaauen parabola
porque ésta era la forma en los libros de textematicos que
se veia mas semejante a la catenaria. Sin embargadena no
lee los textos preferidos de Galileo.) Gauss abhamdodos los
intentos de acomodar a la Tierra dentro de unadasumida,
declarando que la forma geométrica de la Tierrasasque es
dondequiera perpendicular a la atraccién de lasgiad. En otras
palabras, en vez de asumir una forma imaginariaegir a la
Tierra real como una desviacion de la imaginarayss rechazo
la totalidad del mundo de fantasia. (Algo que mamag gente
deberia hacer hoy dia en tanto que el sistema amimgtobal se
desintegra.) La forma fisicamente determinada qaasS midié
se ha llegado conocer como Geoide.

sluperficie? Para resolver el problema, Gauss reidope dado
gue todas sus mediciones eran angulos, se podrfarlile tener
que asumir la forma de la Tierra antes de poderiar sus
mediciones, si pudiera proyectar estos angulosndesuperficie
a otra, por ejemplo, del geoide a una elipsoidena esfera y
regresar de nuevo. Al igual que Kepler y Leibniau€s no
podia hacer esto con las matemaéticas existentesntth una
nueva.

Gauss describi6 los inicios de estas nuevas matasat
en varios escritos, de manera mas notable en suorizeite
1822 sobre el asunto del mapeo conformal, con ggll® un
premio de la Sociedad Real de Ciencias de Copeerhagu
Riemann se apoy0 totalmente en este escrito pasa
fundamentos de su propia disertacién doctoral.

Mapeo conformal es un término, inventado por Gauss,

para referir transformaciones de una superfici¢ra @n la cual
se preservan los angulos entre cualesquier curkas.su
memoria, Gauss describi6 el mapeo conformal coma u
transformaciéon donde “las longitudes de todas Iam®ab
indefinidamente cortas tendidas de un punto enelgursda
superficie y contenidas en ella sera proporcioriallangitud de
las lineas correspondientes en la primera supgrficsegundo,
que cualquier angulo entre esas lineas que seseéctan en la
gewimera superficie sera igual al angulo entre laseads
correspondientes en la segunda superficie.

Para tener una idea de lo que esto significa,zeeai
siguiente experimento. Toma un hemisferio de mlésti
transparente y dibuja un triangulo esférico solbreoé lineas
negras gruesas. Ve a un cuarto oscuro y, usanddaomara,
proyecta el triangulo en la pared. Si colocas hapkéra en el
centro del hemisferio, las lineas curvas del tugmgsférico se
transformaran en lineas rectas. Si mueves la largelrcentro
del hemisferio a un polo, las lineas rectas praygks devendran
curvas de nuevo y los angulos entre ellas serdaldgua los
angulos entre los lados del tridngulo original saddrhemisferio.
Para descubrir experimentalmente la diferenciaceastas dos
proyecciones, coloca circulos de cartén de difesethmafios
dentro del hemisferio. (Los circulos deberan vada muy
grandes a muy pequefios.) Realiza la misma proyeded@ntes
con la lampara. Cuando la lampara estd en el cedto
hemisferio estos circulos proyectan elipses. Cudadéampara
esta en el polo del hemisferio, los circulos demiermas

En tanto el Geoide es una superficie irregular, stirculares, con los circulos mas pequefios devioiem&nos

irregularidad esta “afinada”, por asi decirlo, gbrmovimiento
de la tierra sobre su eje. Como la orbita plaretarila cadena
colgante, ese movimiento determina las posicionesdds
“puntos colgantes”, especificamente el polo nortd polo sur,
de los cuales cuelga el Geoide.

Sin embargo, dado que el Geoide es una superiste,
tiene una relacién diferente a sus polos, quel#deoplanetaria a
sus extremos, o la catenaria al punto mas bajoskkis casos
expresan la relacion entre singularidades y acsidiore una
curva. El primero expresa la relacion entre singpdales y
accién sobre una superficie, de lo cual se deavackion a lo
largo de curvas.

El problema que Gauss enfrent6 fue que dado que
triangulos fisicos que él midi6 sobre la superfided Geoide
eran irregulares, ¢,cémo se podia determinar lgitl@hde los
lados a partir de los angulos, sin primero condaerelacion
entre las longitudes y los angulos, es decir, lan& de la

circulares que los mas grandes. En el primer cdao,
transformacién de los circulos en elipses indicee da

proporcién por la cual las figuras se trasformammima

dependiendo de la direccién de la transformacidnrespecto a
los polos. El segundo caso muestra que las tranafidones son
proporcionales en todas direcciones.

Asi, el mapeo conformal de una superficie en otra

involucra un cambio en la rotacién y direccion. ldako hecho
el trabajo sobre el teorema fundamental del algeder&auss,
podras reconocer, como Gauss lo hizo, que estedépeambio
s6lo puede ser representado en el dominio complejo.

Nstas

1. Cualesquiera dos puntos sobre lados opuestgsudéd mas
bajo que sostiene entre ellos el peso de una cadégente. La
fuerza requerida para sostener este peso es piaparal seno
de los angulos formados por las tangentes a laaddeen este
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punto, y una linea vertical surgiendo del puntoetrual las
tangentes intersecan.

2. El lector esté obligado a realizar el experiroatgscrito en el
articulo indicado de NF. Toma una cuerda y ata esopa la
mitad de ella. Toma los extremos de la cuerda ea caano y
deja que el peso cuelgue entre ellos. En tantaagpas manos,
la tensién que sientes en ellas se incrementan@iegas con tus
manos muy juntas, la tension es relativamente gequEn tanto
vas apartando tus manos, la tensién se incremiemi@mente

primero, pero la tasa de incremento en la tengiécecconforme
tus manos se aparten mas una de otra. Ahora gataoder tus
manos aparte, con los lados de la cuerda entrdetiss, de tal
manera que la cuerda en un lado permanezca haizbatotra
mano se movera en la forma de la catenaria.

3. El lector puede comprender esto comparando guiés
dibujados sobre una hoja de papel, una esferaaysuperficie
de forma irregular, como una sandia

Riemann Anti-tontos parte 33
Funciones hiperbdlicas, una fuga de 25 siglos

Cuando por el afio 370 a.C. un oraculo les ordeos a
delianos hacer mas grande el altar de su templofamna de
cubo-, Platén les dijo que mejor se olvidaran ddasolas
interpretaciones magicas del oraculo y se conaamran
resolver el problema de doblar el cubo. Este es dmdos
primeros relatos de la importancia de los ejersigiedagdgicos
0 espirituales para la economia.

Algunas crisis, como las que hoy enfrenta la hudehi
requieren un grado de concentracién para reschgeparadojas
gue han perdurado mas de lo que dura una vida hunfor
fortuna, la humanidad esta dotada con lo que Lafkwuttama
“stper genes”, que le dan al individuo la capacidadin poder
de concentracién superior, al traer al presenteegfgerzos de
generaciones pasadas. Un caso ejemplar es etekidaloctoral
de Bernhard Riemann de 1854 Sobre las hip6tesisigjoyacen
a los fundamentos de la geometria, en la que Rierhabla de

concentracion siempre mayor de la condicion memegksaria
que produjo el descubrimiento en primer lugar.

Doblando la linea, el cuadrado y el cubo.

Tal es el marco para concentrase en los 2,500 afgos
investigacion sobre las paradojas que el probleendablar la
linea, el cuadrado y el cubo plantearon inicialeeht la vista,
estos objetos parecen similares. El cuadrado s d¢w@t lineas,
mientras que el cubo lo componen cuadrados. Penmedouestos
objetos se someten a una accién, tal como el doblagueda
claro que aunque estos objetos parecen visualmsgnilares su
principio generador es muy diferente.

Los pitagoéricos, que, como se sabe, aprendierdosde
egipcios, fueron los primeros griegos en investega paradoja.
Al reconocer que todos estos objetos visualmentédases, pero
cognosciblemente diferentes, estan contenidos ensaio

una oscuridad que envolvio al pensamiento humarsgdede universo, buscaron un principio unificador que sdeyen la

Euclides hasta Legendre. Tras mas de 2,000 afios
concentracion en la material, Riemann, apoyandaseswe
maestro Carl F. Gauss, develo esa oscuridad alrdisalo que
llamo “un concepto general
extendida”.

gdmeracion de los tres. Ese principio unificador padria
observarse de forma directa, pero si podia coneceis
existencia a través de su expresion, en la formadeparadoja,

de magnitud miltipleraentbuscando entre las sombras visibles.
Casi 80 afios antes de que Platon reprendiera a los

El concepto de Riemann amplio los descubrimientatelianos. Hipdcrates de Cos ofrecid una nocion desmn el

gue ya habia hecho Gauss, empezando con su diSerte
1799 sobre el teorema fundamental del algebra. Csmo
predecesor, es una devastadora refutacion de losdo®e de
“torre de marfil” de Euler, Lagrange, etc., queydominan la
forma de pensar de la mayoria de la poblacion,ctaho
dominaron la mente de los delianos y otros desafados
griegos en la época de Platén. Al reconocer questdds
problemas de la sociedad en Ultima instancia ewdfetvos,
Platon prescribid (en la Republica) que ese domilgolos
ejercicios pedagodgicos (en los campos de la muidiea,
geometria, la aritmética y la astronomia) fuergprarrequisito
para ejercer el liderato politico. Las crisis colaoque ahora
enfrentamos (o0 la que enfrentaron los delianodp podian
superarse si los lideres desarrollaban la capadddiberarse a
si mismos, y después a otros, de sus falsas etgjuet

Estos ejercicios acostumbran a la mente a tornar
atencion, de las sombras de la percepcion sensaaial
descubrimiento de verdades cognoscibles, aungishles, que
el dominio de los sentidos nos refleja como pasidl proceso
no tiene fin, con cada nuevo descubrimiento surgeevas
paradojas que dan pie a mas descubrimientos, pevdiccuna

principio pitagdrico de la conexién entre la migsleaaritmética
y la geometria. Los pitagéricos reconocieron l¢éecienes entre
los intervalos musicales, a los que llamaron: langtica y la
geométrica. La media aritmética es encontrada auanes
nameros con una diferencia comudn: b - a = ¢ - b.efamplo 3
es la media aritmética entre 1 y 5. (ver figura 1%)

Figura 12La media aritmética. b es la media aritmeticaecaty
C.

La media geométrica es cuando tres numeros estan en

proporcién constante: a : b :: b : c. Por ejempk4::4:8. (ver
figura 1b).
Figura 1b La media geométrica. La longitud b es la media
geomeétrica entre las longitudes a y c. El area Baesedia
geométrica entre las areas Ay C.
su

Hipdcrates reconocié que la relacién aritmética la
expresan los intervalos formados al agregar laasiny que la
geométrica la expresan los intervalos creados akgag
cuadrados 0, mas en general areas. La formaciofigdes
sélidas, puesto que son de un poder superior, nespmnde
directamente a ninguna de estas relaciones music&8m
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embargo, la sombra proyectada al doblar el cubaresaba una
relacién que correspondia a encontrar dos mediasé@fecas
entre dos extremos.(ver figura 1c).

Figura 1c Dos medias geométricas entre sélidos. Las dosamedi

geométricas entre un cubo de arista 1 y un volulngmun cubo
de arista 2 y volumen 8. Proporcionalmente, halos rdedias
geométricas entre un cubo de volumen 1y un cubeolisnen
2.

Platon explica en el Timeo la importancia de laidioc
de Hipdcrates:

“Ciertamente, lo generado debe ser corpéreo, eisgibl
tangible... Pero no es posible unir bien dos elenseatslados
sin un tercero, ya que es necesario un vinculol enedio que
los una...Si el cuerpo del universo hubiera tenide ger una
superficie sin profundidad, habria bastado con onagnitud
media que se uniera a si misma con los extremos ee
realidad, convenia que fuera sélido y los sdlidosca son
conectados por un termino medio, sino siempre pst.d

En el Epinomis, Platon habla de las investigaciaes
las medias geométrica y aritmética: “Algo divinanaravilloso
es aguello que se contempla y que refleja comotddidad de la
naturaleza esta impresa con especies y génerasidala a cada
proporcién como un poder...Para el hombre que redim
estudios de la forma adecuada, todas las conginesi
geométricas, todos los sistemas numéricos, todas
progresiones melddicas debidamente construidasistdma
ordenado de las revoluciones celestes, deberialarsg a si
mismos, y lo haran, si, como digo, un hombre haseestudios
con la mente fija en un solo propésito. Como tainbe lo
refleja, recibira la revelacion de un simple lazointerconexion
natural entre todos estos problemas. Si maneja itadgerias con
otro espiritu, un hombre, como digo, necesitak@dar a su
suerte.

Debemos dejar sentado que, sin estas capacidades, |

girar, produce un cono. Las tres superficies ieteas en el
punto P.

El Descubrimiento de Menecmo
Un alumno de Platon, Menecmo, hizo un
descubrimiento adicional al demostrar que las cugeneradas a
partir de conos tienen el poder de producir dosiaseghtre dos
extremos. Como lo ilustran los diagramas, la pdeatiene la
caracteristica de ser una media entre dos extramientras que
la hipérbola abarca dos (ver figuras 22 y 2b). Memedemostré
que la interseccion de una hipérbola y una pargoaléuce el
resultado de situar dos medias entre dos extremsodigura 3).

Figura 22 Las proporciones de una pardbola. La parabola la

forma el &ngulo mévil ABC, tal que el vértice Breaeeve sobre
la linea OB en tanto C se mueve sobre la lineaE3®. forma el
rectangulo cambiante OBPC. El punto P describepamabola.
Mediante triAngulos similares, OA : OB :: OB :0©¢€ = OB2
Figura 2b Las proporciones de una hipérbola. Larbigla la
forma la esquina B del rectangulo OABC. En tantlémos del
rectangulo cambian, el area permanece constartte nizstiene
la proporcién 1 : OA :: OA : OA x AB.

Figura 3 Determinacién de Menecmo de dos medias usando

secciones cobnicas. La interseccibn de una hipérgolana
fmrabola determina las magnitudes que doblan eb.cuh
parabola la forman OA = 1y el angulo recto ABD.Hipérbola
la forma OC2 del rectdngulo OBCD, que tiene un @e&. En
la parabola, OA: OB ::OB:0D,01:0B: OBC® Enla
hipérbola, OB x BC = 2. De la combinacién de latedares se
desprende la proporcién 1 : OB :: OB : BC :: BC. Ep otras
palabras, la linea OB formard la arista de un aéwgolumen 2
y BC formard la arista de un cubo de volumen 4.

felicidad no llegara a ninguna sociedad; este esabdo, este es un principio que no floreceria del todo sino ha&{200 afios

el pabulo, estos los estudios exigidos; dificilagilf este es el
camino que tenemos que seguir”.

después, con los descubrimientos de Riemann ysGauas
soluciéon de Arquitas dependia de una caracteridgck curva

Mientras que la reaccion inicial al planteamien® dformada por la interseccion del cilindro y el toEsta curva no

Hipécrates fue que convirtié un rompecabezas ingh®sin otro,
otros lo vieron como un flanco. Si la construcaittndos medias
entre dos extremos puede realizarse “entre las rasihbel
resultado puede aplicarse al problema de doblaoukb. Un
colaborador de Platén, Arquitas de Tarento, brimda solucion
con su famosa construccién, que involucra un aitindn toro y
un cono (ver figura 4%). Esto demostr6 que la coosion
requerida solo puede hacerse, no en el dominiocoptin las
sombras, sino en el dominio superior de las sugesfcurvas. El
resultado de Arquitas es consistente con el deisoigmto de los
pitagoricos, de Teetetes y de Platén de la cor@émade los
cinco sdlidos regulares a partir de la esfera.

Figura 42
Arquitas desarroll6 una construccién para encorttosr medias
geométricas entre dos magnitudes. La longitud mey@C, que
es el diametro de un circulo. Ese circulo rotadelder de A para
formar un toro. Entonces se produce un cilindrgp@edicular al
toro, cuyo diametro también es AC. La magnitud meki® es

una cuerda de una seccién transversal del toroséBxtiende
hasta que interseca al cilindro, formando un tudmgjue, al

podia dibujarse en una superficie plana, porqueuse en dos
direcciones (ver figura 42 y 4b)

Figura 4b Interseccion de un cilindro y un toro. La curvaequ
forma la interseccién de un cilindro y un toro moseuna
caracteristica que Gauss llamé curvatura “negativa”

Mas tarde Gauss definiria estas caracteristicaso com

curvatura “negativa”.

Sin embargo, Menemco hace su construccién —que usa

una parabola y una hipérbola — enteramente ennginém plano
de las sombras. Aunque por razones que no sew@ascsino
hasta la época de Godofredo Leibniz en el siglola gplucion

Construccion de Arquitas para doblar el cubale Menecmo funciono porque involucraba el mismogipio de

curvatura negativa que la de Arquitas.

Como casi no hay escritos originales, es difichesa
que tan consistentes estaban estos antiguos oaEstes
griegos del principio que Gauss llamaria curvahegativa. Lo
gue si sabemos, es que estos griegos sabian priaaghio que
determina la accién del universo fisico es supealigque domina
el mundo plano de las &areas. Asi, los principics gpbiernan a
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los objetos solidos dependen de curvas, generadasgipo de
accion superior en el espacio, el cual, cuandor@gepta en el
dominio inferior de un plano, tiene la capacidadsitaar dos
medias entre dos extremos. Estas curvas combinarnitrieética
y la geométrica en una sola. Cuando este prinapiaplica al
dominio superior de los objetos soélidos, produceresultado
experimentalmente validable.

Esto demuestra, como Platon sefiala, no solo
principio que gobierna al reino fisico sino la oiba
multiconexa entre las dimensiones espiritual y rnatedel
universo, de ahi lo apropiado de los ejerciciosagédicos o
espirituales.

El estudio de Kepler de las secciones conicas

La importancia de estos limites infinitos comiermaclararse
desde la perspectiva de la reformulaciéon de lasic@énde
Apolunio por parte de Pierre de Fermat, y el deflarr
subsiguiente del calculo por Leibniz and Jean &4l con un
aporte crucial de Christian Huyghens.

Huyghens reconoci6 que la curva y la recta se eapre
en la hipérbola de forma diferente que en las adexziones
gonicas. Su descubrimiento se baso en el mismeipionque
reconoci6 Menecmo, de que la hipérbola, cuandorsgepta
sobre un plano, la forma una serie de rectanguipascareas son
siempre iguales. En la medida de que cada unosdadios de
cada rectangulo se hace mas largo, el otro ladwuséve
inversamente mas pequefio. Huyghens centro su @teani el
area que encierran la hipérbola y la asintota,egua que forma

El siguiente avance significativo lo hizo Johannean rectdngulo en cambio constante, cuya area sieregria

Kepler, quien establecié la ciencia fisica modecoao una
extension de estos antiguos descubrimientos griggbsomo
Nicolas de Cusa, Luca Pacioli, y Leonardo da Vitas
redescubrieron. Kepler, citando a Cusa, a quiendlédivino”,
dio una particular importancia a la diferencia enfa curva
(geométrica) y la recta (aritmética). Kepler esérien su
Mysterium Cosmographicum:

“Pero, después de todo, ¢por que las distincionts e
la curva y la recta, y la nobleza de una curvdadntencion de
Dios cuando creo al Universo? ¢ Precisamente po? &Gadvo
gue para el Creador mas perfecto fuera absolutenmaaesario
crear la mas bella obra”.

Como parte su investigacion astrondmica,
domino Las Codnicas de Apolonio, que es una conipitade los
descubrimientos griegos sobre estas curves supgri@omo
resultado de sus investigaciones sobre la refracd® la luz,
Kepler aporto un concepto nuevo y revolucionario lde
secciones conicas. Por primera vez, Kepler corsiderlas
secciones cénicas como una multiplicidad proyectiva

“Entre estas lineas existe lo siguiente en razosude
propiedades: pasa de la linea recta, a través alénfinidad de
hipérbolas, a una parabola, y de ahi, a travésdéndinidad de
elipses, al circulo. Asi, por un lado la parabmae dos cosas en
naturaleza infinitas, la hipérbola y la linea redtaelipse y el
circulo. Aunque también es infinito, asume unattioion en el
otro lado...Por tanto, los limites opuestos son sdutd y la
linea recta: El primero es curvatura pura, la @tiecta pura. La
hipérbola, la parabola y la elipse estan en medmarticipan de
la recta y de la curva, lo mismo la parabola y ipétbola
participan mas de la recta, y la elipse mas deutaat (ver
figura 5)

misma (ver figura 6). Las &areas entre la hipérlyola asintota,
formada por rectangulos cuyos lados estan en prigpoison

iguales. Del mismo modo, como ilustra el diagraagellas

secciones de la hipérbola formadas en tanto lardigt entre la
asintota y el centro aumenta geométricamente, qaaleis. Por
tanto, mientras las areas crecen aritméticamegelohgitudes
sobre la asintota lo hacen geométricamente. No pasalto la

ironia de esta inversion: jen la hipérbola, lagsu(geométricas)
crecen de forma aritmética, mientras que las lodg

(aritméticas) lo hacen de forma geométrica i

Figura 6 Areas hiperbdlicas iguales. Las areas entre 12yy24,

Kepler4 y 8, son todas iguales.

Leibniz descubrié que a esta relacion combinadéade
aritmética y la geométrica la expresa el princifgico de la
catenaria. Leibniz demostr6 que a la catenariaotand una
curva, que el llamo logaritmica, conocida hoy como
“exponencial’. Esta curva esta formada de tal mode el
cambio horizontal es aritmética, mientras que eilga vertical
es geométrico. Leibniz demostré que la catenaitaenedia
aritmética entre dos curves logaritmicas talesfigara 7).

Figura 7 Construccion de Leibniz de la catenaria. La catara
forma la media aritmética entre dos curvas, a la Qeibniz
llamo6 “logaritmica” y que hoy se conoce como expmid. En
la figura, las lineas estan igualmente distribuigaBre un eje
horizontal. La curva “logaritmica” la forman lasnigitudes
verticales que estan en proporcién geométrica. AQe== 002
y e =1/002; d’' = 003 y d = 1/003, etc. La catemae forma
sumando la longitud e a la e, y dividiendo la diad
combinada entre 2, etc. Los puntos de la catesariaguales a

Figura 5 Concepto proyectivo de Kepler de las secciond®©On + 1/00n)/2.

cénicas. En tanto el foco se mueve a la izquieztigjrculo se
transforma en una elipse. En el limite con el itdina elipse se
convierte en una parébola. La hipérbola se forneh dtto lado”
del infinito”.

La discontinuidad que revela esta proyeccion elatre

De aqui pasamos directamente al descubrimiento de
Gauss y Riemann, a trabes de ostros descubrimidatbegibniz
y Bernoulli relacionados con la catenaria: la nélacde la
catenaria con la hipérbola. (1) Esta relacion sedoa partir del
descubrimiento de Huyghens. Las é&reas hiperboligaales

parabola y la hipérbola es importante para esteusi@n. La definen ciertos puntos sobre la hipérbola que seygztan”
hipérbola esta al otro lado del infinito, por asicido, de la sobre su eje, mediante lineas perpendiculares anelesde el
elipse y el circulo, mientras que un lado de laapala va hacia eje hasta esos puntos. Estas proyecciones prodocgitudes
el infinito y el otro hacia el finito. sobre el eje, como demostrd Leibniz, jdel mismgdague las
que produce la catenariaj (ver figuras 82, 8b y 8c)
De Fermat a Gauss



Figura 82 Proyeccion de areas hiperbdlicas iguales. Losgsuntformadas por curvas con las caracteristicas deifoslos y las

sobre la hipérbola que corresponden a divisiongsleég del area
se proyectan sobre el eje al dibujar lineas peipelades desde
el eje hasta esos puntos. Esto produce las lomgitudb, Oc,
Od. Oa =1.

Figura 8b Medicion entre la hipérbola y la catenaria. Cuaiado
lineas perpendiculares al eje se extienden hastasétar la
asintota, producen las longitudes (2% + %9). Peer@ion, las
longitudes correspondientes sobre el eje son pcuyses de
estas longitudes en un angulo de 45 grados. Pdo, téas

longitudes Ob, Oc y Od son iguales a (22 + 42%)/2.

Figura 8c Relacion entre la hipérbola y la catenaria. Cudado
puntos a,b,c y d se proyectan hasta la asintotmafo las

longitudes a” = 1; b” = (21 + %1)2; ¢” = (22 + ¥&2)0" = (23 +

1:3)/2.

elipses, las llamo curvas “positivas” (ver figuedsy 9b).

Figura 92 Curvatura negativa: la catenoide
Figura 9b Curvatura positiva: la elipsoide

Ahora, vuelve a pensar en esta fuga de 25 siglbs. E
principio que subyace en las construcciones de ifaguy
Menecmo; la discontinuidad que expresa el limifmito entre
la hipérbola y la parabola; la inversién de la géuiva y la
aritmética en la hipérbola: desde la perspectiv&dass, todo
esto refleja una transformacion entre la curvahegativa y la
positiva.

Por tanto, para investigar la accion en el univéissoo,
es necesario ampliar la investigacion, de la sinagkension a
una curvatura, y de las simples curves a las dojgsrfque las

Las implicaciones de este descubrimiento quedan meantienen. Esto solo puede hacerse desde la pgvspeel

claras cuando las vemos desde la perspectiva de
investigaciones de Gauss sobre las superficieasugue surgen
de su trabajo previo sobre geodesia, astronomideabema
fundamental del é&lgebra y los residuos bicuadratid®ara
completar esta discusion, concéntrate en la anifuiate Gauss
de la investigacion sobre las curvas, a la invasi@m de las
superficies que las contienen. A las superficies gontienen
curvas con las caracteristicas de la hipérbola calanaria,
Gauss las llamo curvas “negativas”, mientras gaeslgerficies

d@minio complejo de Gauss y Riemann.

Notas

1. Cabe sefialar que este descubrimiento ha sidionsic
del difundido asalto de Euler y Lagrange, misme g&elix
Klein y demas perpetuaron en el siglo 20, y la ndésausion de
esto con cualquiera expuesto a una educacién nitema
académica de seguro provocara graves ataquesiddahs

2. —La razén para los nombres “negativa” y “positisera
discutido en futuras pedagdgicas.

Riemann Anti-tontos parte 34
Poder y Curvatura

En su disertaciéon de habilitacién de 1854, Berhnambmo base. Como todos los hechos, estos no soRamn®sesino

Riemann habl6 de la doble tarea implicada en disipas de
2,000 afios de oscuridad que se habia asentaddaaiEacia:

“Desde Euclides hasta Legendre, por nombrar al coéscido
de los nuevos escritores de geometria, esa osdunmda sido
disipada ni por los matematicos ni por los filosofgue se
ocuparon en ello. La razén fue probablemente qumetepto
general de magnitud maltiplemente extensa, bajquel estan
contenidas las magnitudes espaciales, permanadiasarrollar.
Por ello me he propuesto en primer lugar la tae@ahstruir,
partiendo de conceptos generales de magnitud, nelepto de
una magnitud multiplemente extensa. De ello resultgie una
magnitud mdltiplemente extensa es susceptible dershs
relaciones métricas, de modo que el espacio salstitaye un
caso especial de magnitud triplemente extensa.

consecuencia necesaria de ello es que los teoreimata
geometria no se pueden deducir de conceptos gemedal
magnitud, sino que aquellas propiedades por ldesehespacio

se diferencia de otras magnitudes triplemente saten

concebibles, solo pueden ser tomadas de la experiedurge
asi el problema de buscar los hechos mas simplestia de los
cuales pueden determinarse las relaciones méttalagspacio,
un problema que, por la naturaleza misma del asuntoesta
totalmente determinado; pues se pueden indicarredifes

sélo tienen certeza empirica, son hipétesis...”

Para comprender la importancia del “Plan de
Investigacién “de Riemann, se debe reconocer gae2]600
afios de oscurantismo de los que habla, fueron, closo
fundamentos de la geometria euclidiana, no necssdl culto-
creencia romantico de que las definiciones, axioyrasstulados
de Euclides, eran condicionaspriori, necesariamente fijas e
inmutables del universo, nunca tuvo alguna baséa ererdad.
Fue una doctrina falsa impuesta por un sistema riaipgue
requirié la amplia aceptacion de la creencia de ejugniverso
estaba gobernado por fuerzas mas alla de la cosipreq el
control humano, y que esas fuerzas solamente mposia
administradas por una autoridad oligarca. Los eslicte esta

Uonkgarquia, como las definiciones, axiomas y pestos de la

geometria euclidiana, fueron sentados y sostemiodo® dados,
no requiriendo, ni siendo susceptibles de pruebaerdn
simplemente, “la forma en como son las cosas.”

Esta vision fue expresada sucintamente por
embaucador, Claudio Ptolomeo, quien impuso la egeion
geocéntrica, fija, del sistema solar cognoscibldmefalsa.
Ptolomeo, de acuerdo con Aristételes, justific@ggque sobre la
probablemente verdadera concepcion heliocéntricaridarco,
€cOmo una consecuencia necesaria de su vision debtéo En la

el

sistemas de hechos simples que son suficientes f[garaintroduccion a suAlmagestp Ptolomeo declara que el

determinacién de las relaciones métricas del espati mas
importante para el objetivo presente es el quei@@sltomd

conocimiento, tanto de Dios como del principio disi es
imposible. El tnico conocimiento accesible al hoendra, 1o que

9



Ptolomeo llamé “matematico”, esto es, conocimiemie sigue
I6gicamente de un conjunto dado de axiomas, défims y
postulados. Estos axiomas, definiciones y postslado si
mismo no pueden ser probados. Como tales, su @atoro
reside en verdades demostradas, sino en el pokitrago de
quien decrete su primacia. La perversidad no pnevide los
axiomas, postulados y definiciones en si mismas &n la
aceptacion del método de que el conocimiento salede
derivarse de ellos.

La aceptacién popular del oscurantismo introdugido
el dominio del método Aristotélico fue una degenignatragica
de un concepto superior del hombre y el universamellado en
la Grecia Clasica, desde Pitagoras hasta el asesida
Arquimedes. LosElementosde Euclides, en forma extrafia,
demuestran esto en si mismos. Leidos en su oradestuatbrado,

Esta investigacion conduce al descubrimiento denihades de
poderes diferentes, como se muestra en el proldentblar la
linea, el cuadrado y el cubo. Las relaciones esgtes poderes,
hacen surgir proporciones llamadas medias aritmétic
geomeétrica y arménica, y a los nimeros primos ydéaciones
entre ellos. Solo entonces se hacen las investigesi
concernientes al reflejo de esas relaciones enlanmopSolo al
final, deberiamos arribar al punto, la linea, laesficie y el
sélido. Visto en esta forma, estos objetos son emos que
surgen de un principio superior—la accion que pjerdm los
cinco sélidos regulares de una esfera- - no conetasdcreados
por decretos arbitrarios desde abajo, en forma »demas,
definiciones y postulados.

(Es desde este punto de vista que Kepler inicia su
Armonia del Mundeon una fuerte denuncia de Pedro Ramus, el

los Elementosproceden a partir de las definiciones de punt@yrincipal aristotélico de esos dias, quien busobipir los libros

linea, superficie, y sélido, como objetos de 0,21,y 3
“dimensiones”, y de ciertos postulados sobre hithdo de esos
objetos. De ahi se desarrolla un conjunto de temsenue
elaboran las posibles acciones en un universo noefa las
restricciones contenidas en las dudosas definisjoedomas y
postulados iniciales.

Pero leidos de atrds hacia adelante,Hismentosde
Euclides empiezan a revelar una comprensién totdéme
diferente del universo. Lo€lementosterminan en donde
debieran empezar —con la construccion de los cad@os
regulares (platénicos) de las caracteristicas ded#n esférica.

Riemann Para Ant

del 10 al 13 de Euclides).

Este principio se demuestra de manera similar gor |
investigaciones Pitagoéricas-Platénicas de doblarinaa, el
cuadrado y el cubo. Como se ha discutido en pedzagdg
previas, cada objeto se genera por magnitudes dergmo
sucesivamente superiores. La relacién entre estmer@s
superiores se refleja por las proporciones aritaétiy
geométrica. Inicialmente, parece que cada podér a&siciado
simplemente con un incremento en extensién. Ponm® la
magnitud que dobla al cuadrado es inconmensuraie |z
magnitud que dobla a la linea,

i-Tontos Parte 35

La mente como poder generador

Rene Descartes (1596-1630) fue, por intenciéon
propésito, un Bogomil, La geometria que lleva smbie, es un
lavado cerebral. Todo el que se exponga a ell&rosmque se le
cure, sufrird de deficiencias cognoscitivas. Lositoshas
incluyen impotencia y una incapacidad de distingmifantasia
de la realidad.

Cuando Godolfredo Leibniz le escribi6 a Molanus e
1679, reconocio los efectos destructivos del carmesno. “Los
cartesianos no son capaces de descubrir; ellosneota se
toman el trabajo de interpretar o comentar sobrenaestro,
como los Escolasticos los hacian con Aristteleshabido
muchos descubrimientos maravillosos desde Descapt®,
hasta donde se, ninguno a venido de un verdadetesizano...
Descartes mismo tenia una mente bastante limitada.”

El método de Descartes es impotente. Le falta @éémpo
Regresando a las investigaciones sobre la materidoblar la
linea, el cuadrado y el cubo de los pitagoricosguhas,
Menecmo y Platon. Estos descubrimientos demostral@n
relaciéon entre los objetos y los principios quedeseran. Cada
principio pose un poder caracteristico. La suced®mbjetos —
lineas, cuadrados y cubos — son producidos posucesion de
poderes superiores (dunamis). Los objetos no elefilos
poderes, los poderes producen los objetos. No usslep
conocer los poderes a través de los sentidos. iBargo, las
caracteristicas de los poderes fisicos se haceibkna través
de su armonia, la cual solamente la mente tiergoéér de
alcanzar.

y Como se puede ver desde la solucion para doblar el
cubo de Arquitas y Menecmo, la relacion armonictieeastos
poderes refleja una curvatura caracteristica, quendo se
proyecta sobre lineas rectas, produce las relexiane los
Pitagodricos reconocieron como las medias aritmégeameétrica
y sub contaria (0 arménica). La media aritmética $mes
nameros relacionados por una diferencia comun=&a, o, ¢ =
Y(a+b). Esto se representa geométricamente paméd pnedio
a lo largo de una linea; musicalmente correspohitéeavalo de
la 5ta. La media geométrica son tres nameros epopen
constante: a : b : : b : c. Se representa georagtante por el
cuadrado medio entre dos cuadrados; musicalmemntesponde
al intervalo Lidio. La media arménica es la invedgala media
aritmética: 1/c = ¥2(1/a+1/b). Esto se expresa gé&icaénente
en la hipérbola y musicalmente por el intervalo laecuarta.
Estas relaciones armonicas son sombras numérieak quirvo
proyecta en lo recto. ( Ver Riemann Anti-Tonto¥ 33

Riemann generaliz6 este descubrimiento Griego aon s
nocién de magnitud mdltiplemente extensa, la limsa un
instrumento de multiplicidad simplemente extendaguadrado
un instrumento de una multiplicidad doblemente resde y el
cubo de una multiplicidad triplemente extensa. HRiemann,
como para Pitagoras, Arquitas, Menecmo, Platon, eacla
incremento del grado de extensién, de “n” a “nscyrre por la
suma de un nuevo principio, no una nueva “dimefision
independiente. En consecuencia, una linea no puedecir un
cuadrado, ni un cuadrado un cubo, porque son ipiisc
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diferentes los que generan la linea, el cuadradbaubo. Asi, Para derivar esta creencia y preparar los cimigueaos
Riemann también dejo claro, que la sola extensidn estudiar la geometria diferencial fisica de Riemaveamos
insuficiente para determinar la geometria fisiS&. necesita otro ejemplos fisicos: la seccion conica orbital de uarpo celeste
principio: curvatura fisica. (Ver Riemman Anti-Tost Partes alrededor del sol; la catenaria; y el Geoide desGau
28, 29, 33, 34). En el primer caso, el cuerpo celeste se conformaaa
En el mundo creado de Descartes, el concepto der pottayectoria curva Unica alrededor del sol, que &epl Gauss
es extirpado. En el inicio de su tratado sobre gédenanalitica demostraron era una seccion conica, con el sohanismo foco
dice: “Cualquier problema en geometria se puedaicied para todas las orbitas. Asi, las orbitas definea wayectoria
facimente a términos con los cuales sea suficiente fisicas, y el sol un origen fisico. Las lineas asctiue tienen
conocimiento de las longitudes de ciertas lineatasepara su importancia fisica son las que se relacionan caton fisica.

construccion”.

Por ejemplo, el eje mayor de una orbita elipticdaelénea que

Como un verdadero Bogomil, Descartes es perversmnecta los puntos de velocidad maxima y minima son

Comienza al revés, tontamente, con las relacioneséricas,
despojandolas de su poder, y pretendiendo generaas a
partir de estas relaciones numéricas que escrilmoc
ecuaciones algebraicas. Esto es un fraude totglgaDescarte
nunca derivo curva alguna de esas ecuaciones. #ipola
habia descubierto todas las relaciones numéricas s
investigaciones sobre la relacién entre curvaturgooger.
Descartes nunca género una curva cuya relacionnmandmo
hubiera sido ya descubierta por los griegos. Lanitibn de
Descartes fue despojar a la geometria del podkrsddeas y la
idea de poderes.

Para ilustrar concretamente este punto, veamos
solucién de Menecmo para el problema de doblarubloc
presentada en Riemann para anti-tontos parte 33eideno
demostré que la magnitud que dobla el cubo se gemerla
intersecciébn de una parabola y una hipérbola. Cadaa
involucra un conjunto de proporciones diferenteg gurgen
cuando la curva se combina con la recta. Por efmpl
hipérbola se forma trazando el recorrido que sigoe de los
vértices de un rectangulo cuyos lados cambianldeaaera que
el &rea permanece la misma. La pardbola se foramardo el
recorrido que sigue el vértice de un rectangulelezual uno de
sus lados siempre es el cuadrado del otro. Loarrgatos estan
hechos de lineas rectas y la curva determina
proporcionalidad. Las curvas poseen el poder deugip esa
proporcionalidad, y ese poder se expresa en laidel@ntre la
curva y las lineas rectas que esta produce. Es patabras,
solamente un estafador o un tonto pueden sepa@mia, las
lineas rectas y la proporcionalidad que produca estion
compleja. Como demostré Menencmo, cuando se combaa
hipérbola y la parabola la proporcionalidad resu#expresa un
poder superior al que existe en cada curva indegpeted

Para Descartes, las lineas rectas son
independientes, creadas sin razon. Las curvas ypdoeres
asociados se derivan de esas lineas rectas. Bsscamfeso:
“Aqui se debe observar que parg B, y expresiones similares,
me refiero a simples lineas, que llamo de cualquienera
cuadrados, cubos, etc., para poder hacer uso d&rhwsnos
empleados en el 4lgebra”. Asi, el mundo de fantastho de la
creencia de lineas rectas independientes se tama @omario y
el mundo real de accion fisica es solamente uneadéén del
mundo de fantasia. Y como Leibniz declaro, estandode
pensar es incapaz de producir descubrimientos, rial
intencion de esas ensefianzas es condicionar sti@iantes a la
creencia de que el mundo de fantasia es mas podquesla
realidad. (La obsesion popular de los sesenta groshde que el
dinero es igual a seguridad econémica es un résutfpico de
este tipo de educacion).

también los puntos de méaxima curvatura. El paramé& la
orbita es la linea que cruza el sol perpendiculajeamayor de la
seccién conica. El eje menor de la orbita eliptisda linea que
conecta los puntos de minima curvatura de laarhstas lineas
expresan las relaciones arménicas de las medianétida,
geométrica y armonica, que a su vez reflejan lodeps
superiores, la “razén” por la cual la orbita delr@ta toma esta
forma. (Ver Apéndice de “Como Gauss Determiné Laitarde
Ceres”, Fidelio Verano 1998)

Ahora veamos la catenaria. A pesar de la jactasheia
Descartes de que su método puede resolver cualgpablema
da geometria, la cadena colgante lo probd equiwocad
catenaria presenta un problema diferente al desd@siones
conicas orbitales. No se ajustaba a ninguna fig@@métrica
conocida, asi que tendriamos que descubrir suahetara partir
de sus caracteristicas fisicas. Esto le presentproiolema a
Descartes porque a menos que se conociera la lezaurde la
curva, el no podria determinar en donde ponerisaagd rectas.
Leibniz y Bernoulli demostraron, que la naturalé&aica de la
catenaria se expresa en la relaciéon entre cualguieto de la
cadena y el punto mas bajo. Las tangentes a la amesos dos
puntos miden esta relacion. (Ver “Justicia par@dgéenaria”) La
tangente al punto mas bajo siempre es perpendiculda
atraccion de la gravedad, es decir, horizontalrdlacion de la
fuerza entre cualquier punto sobre la catenaria pw1to mas
bajo, se mide con los senos de los angulos queaforias
tangentes en estos dos puntos, y una linea vedtinghda desde
el punto mas bajo. En otras palabras, la accidafén cualquier
punto de la catenaria, se expresa como una rel&dif@nencial”
entre los angulos que forman estas tres lineastahgente
horizontal al punto mas bajo, perpendicular a facaién de la
gravedad; una linea vertical dibujada desde estopgue va en

entdiseccion de la atraccion de la gravedad, y ladatgal punto

sobre la curva.

Leibniz y Bernoulli mostraron que este cambio
“diferencial” no encajaba en ninguna descripcidgehlaica de
curvas que se conociera previamente. Este no exiséé mundo
de Descartes. Descartes no podria determinar constrair esta
curva a partir de lineas rectas. (Cualquier aduwadio en el
método de Descartes se comenzara a sentir muy @utmm
ahora) Pero, obviamente la cadena existe en el onuedl.
Como acabamos de ver, las Unicas lineas que tigmpartancia
son las que se determinan fisicamente por laiéelaambiante
de la catenaria a la atraccién de la gravedadpgipendicular a
esa atraccion. La geometria Cartesiana no es laleigemina
esta relacion, ésta esta determinada por la cuevéigica de la
atraccion de la gravedad. Leibniz y Bernoulli detraysn, que
las funciones exponenciales e hiperbdlicas expresata
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relacién, siendo estas dos funciones expresionesasucesion
de poderes superiores, y como tales, no descubnite el
método Cartesiano. (Ver Riemann para Anti-tont8s BIR
website.)

después de una meditacion mas profunda, desculeriegu
imposible, y aprendi una verdad superior a todadaanica, a
saber, que efectivamente, cualquier cosa en laatera puede
explicarse mecéanicamente , pero que los principitss

El geoide de Gauss presenta un tipo de problem@canismo mismo dependen de principios metafisicasn

diferente. En los dos ejemplos anteriores, el tdifeial” de
accién estaba a lo largo de una trayectoria detetai por el
principio de gravitacion universal. En estos casad,
“diferencial” se podia determinar de acuerdo a oragnitud
doblemente extensa. (El eje mayor y pardmetro deblita y la
atraccion de la gravedad y su perpendicular atenesa.) En la
determinacién de la forma de la Tierra, Gauss atdran nuevo
principio adicional. En vez de medir una trayeietogn una
superficie simplemente extendida, el midi6 cambaes la
superficie misma. Para propésitos pedagdgicosspien medir
un triangulo sobre una esfera perfecta. ¢ COmo eahatfiorma
del triangulo conforme el area aumenta? Compa@ @st la
medicién de un triangulo sobre una superficie utelg como
una sandia. En la esfera, los lados de los tri@issgogambian
porgue son circulos en todas direcciones. Sin egobapbre una
sandia, los lados del triangulo cambian de acuandio principio
diferente que depende de la direccion. Para metkr t§po de
cambios, Gauss invento un nuevo tipo de difereredatpleja,
gue seréa desarrollada mas ampliamente en futudagpegicas.
Para
pedagdgica, citaremos la disputa de Leibniz a DEsaobre
Teoria del movimiento:

“Hubo un tiempo en el que crei que todo fenémeno
movimiento se podia explicar basado en principosamente
geométricos, sin asumir proposiciones metafisicaso,P

cierta manera morales, esto es, en la contemplaebhacedor
mas perfectamente eficiente y causa final, a sé@hes,..
“...descubri que esta, por decirlo de alguna maimgecia de los
cuerpos no se puede deducir a partir de la noci@mimente
asumida de materia y movimiento, donde se entitmdeateria
como aquello que se extiende o llena el espacicel y
movimiento como el cambio de espacio o lugar. $jue mas
bien, sobre todo lo que se deduce de la extenssdrvariacion o
modificacion en si, debemos agregar y reconocéoenuerpos
ciertas nociones o formas inmateriales, por dea#doalguna
manera, 0 independiente de extension, que podédianosr
poderes, por medio de los cuales la velocidadjis&taaa la
magnitud. Estos poderes no consisten en el movimiele
hecho, no en conatus o el principio del movimiestop en la
causa o en esa razon intrinseca del movimientesl& ley que
se requiere para continuar. Y los investigadoresdneado en la
medida en que consideran el movimiento, pero néuésnza
motriz o la razén del movimiento que aun cuandalesgve de
Dios, autor y gobernador de cosas, ho se debadarteomo

resumir el asunto epistemolégico surgido eta esiendo Dios mismo, sino que se debe entender carady o

produce y conserva en las cosas. De aqui mostrargambién
que no es la misma cantidad de movimiento (lo qgaia a
aeuchos), sino los mismos poderes que se consemanl e
mundo.”

Riemann Anti-Tontos Parte 36
Trascendentales Armonicos

Los descubrimientos que indicaban la existencidode

gue Gauss méas tarde llamé el dominio complejois@mon con
los Pitagdéricos y sus seguidores en el siglo Veamte Cristo.
Estos descubrimientos, que incluyen las proporsiode los
intervalos musicales, el doblar la linea, el cuddnael cubo, los
cinco solidos regulares y muchos otros, demostrajom los
principios universales se expresan en el mundoodias de
los sentidos mediante proporciones armoénicas. Alamdo, en
todos los casos, la armonia nunca es completampB&ehay
algunas pequefias discrepancias, algunas disongac@dbjicas,
gue indican un principio aun por descubrir. Estéaamzén, por
la cual Pitagoras las llamo “ciencia o investigatigeométrica,
y de acuerdo a Proclo, pensé que cada descubtoni&s un
escalon para ascender mediante el alma a lo sypemitugar de
rebajarse a los objetos sensibles y devenir eniamaosde las
necesidades comunes de esta vida mortal.”

La disonancia mas persistente conocida por
Pitagéricos no se resolvid sino hasta 2,500 afios taéle,
cuando Bernhard Riemann, en su disertacion doctlaral851,
noté que en las magnitudes del dominio complejoGdeiss

Pitagoras descubrié que los
concordantes corresponden a las proporciones3214:3, que
produce una cuerda vibrante. Estas proporcionedupem los
intervalos conocidos como la octava, la quinta yclarta
respectivamente. Mas importante auln, los pitagérieonbién
descubrieron que si estas proporciones se
simplemente, surgia una discrepancia llamada la n@m
Pitagodrica. (Ver pedagdgica de Fred Haight). Simango, las
ideas se transmiten por la poesia de la voz cantamhana y no
por una cuerda vibrante. La comma, por ende, nhanes
deficiencia. Es una indicacidbn de que existe umaggpio
superior, un principio que realmente gobierna lasoaias
musicales, pero que no se puede derivar de lapficiiad de
las cuerdas vibrantes. Soélo puede derivarse deulaplicidad
que ha llegado a conocerse como el sistema bigperatio del
bel-canto polifénico, del cual se pueden trazarlhasanalogias
la®n el dominio complejd.

Proporciones armoénicas similares se expresan mtedia
los principios que gobiernan la extension de umeali un
cuadrado y un cubo. La extensién de una linea psodu

“emerge una regularidad y armonia que de otra formelaciones que los pitagéricos llamaron “aritméticaque

permaneceria oculta.

Para descubrir estas armonias ocultas,
deberemos revisar minuciosamente algiun descubtionigue
cre6 un paradigma en el cual se presento la disaan

corresponden al intervalo musical de una quintaextansion de

primenm cuadrado produce relaciones llamadas por |@ydnitcos

“geométricas” que corresponden al intervalo musicalio.
Mientras que las relaciones aritméticas y geonadrison

12

intervalos musicales

extendian



arménicas en su propio dominio individual, juntasnfan una
disonancia, expresada como una inconmensurabilielatte
magnitudes aritméticas y geométricas. Esta disdmandica,
como lo notd Platén, que la linea y el cuadradpreducen con
principios de “poderes” diferentes.

armonia a través de una disonancia. A diferencimsié@rbitas
circulares, las divisiones regulares de un movitoi@xcéntrico
dependen no de los angulos sino del seno de lagadn@l cual
es trascendental al angulo. Ademas, Kepler demagied las
relaciones armonicas entre las excentricidadesatebide todos

La extension del cubo produce un tercer “poderds planetas dependen no de las armonias simplesadeuerda

superior, que no puede generarse por la lineacoaglrado. Sin
embargo, este poder se expresa en el dominio anfefel
cuadrado por dos medias geométricas entre dosredrePero,
como lo muestran los descubrimientos mas notalgesrguitas
y Menacmo, la construccion de las magnitudes ¢tk tescer
poder, no se pueden generar por el cuadrado estemmbras en
gue se desenvuelve. Solo una forma superior datuwe/genera
este poder cubico, como la asociada con las sexcidnicas y
el toro.

Platén entendié que las extensiones de la linea,

vibrante sino de las disonancias que muestra lanzopitag6rica
(ver “Como Gauss determino la orbita de Cel€iglelio verano
de 1998).

La prueba de Fermat de que el principio que gohikrn
propagacion de la luz corresponde al tiempo minjmm a la
distancia mas corta, es otra demostracién expetihda accion
fisica que no depende de la igualdad de los anguhms de la
proporcionalidad del seno.

En resumen, los descubrimientos de Kepler y Fedewaiestran
ale las relaciones arménicas en el universo fisaccgon, como

cuadrado y el cubo denotaban una sucesion de poddmindicé Cusa, expresables en nimeros de pracsittulable,

superiores distintos. Mas tarde, Leibniz descubridprincipio
aln superior que trascendia a todos estos poddaesd a este
principio  trascendental “exponencial” o0, inversateen
“logaritmico”, cuyo significado devendrd mas cladelante.
Otra clase de proporciones arménicas investigada®ipagoras
y sus seguidores, se asocian con los cinco sdlepdares y la
constructibilidad de los poligonos regulares. Lodlides
regulares y sus poligonos construibles como attefacse
produjeron por las divisiones armonicas de la asfegl circulo.
Empero, estas divisiones armoénicas estan limitaBato hay
cinco divisiones regulares de la esfera y por lmasg hasta
donde los pitagéricos llegaron, los poligonos auoitdes se
limitaron al triangulo, el cuadrado y el pentdgoncciertas
combinaciones de los mismbd.os limites que se confrontan
por las divisiones de la esfera y el circulo examesina
disonancia con respecto a las armonias que gohiemaellas
divisiones.

Esta clase general de principios que se asociafdason
divisiones de la esfera y el circulo también comgem una
clase de trascendentales llamadas “trigpnométricas”

La unidad entre estas dos clases de trascendent:
ejemplifica la armonia que de otra forma estaridtaca la que
Riemann hizo referencia en su disertacion.

El primer paso hacia la elaboracion de esta unitiad,
dio Nicolas de Cusa, quien, citando a Pitdgoramnecio que
todos los principios universales se expresan acaémente en el
dominio de los sentidos. Pero, Cusa hizo énfasiguensolo las
magnitudes trascendentales son capaces de expestas
armonias, tipificadas por las disonancias que ifilearnos en los
ejemplos anteriores. Asi, Cusa present6 la projdosparadojica
de que el arte de la ciencia es buscar las dis@sapalescubrir
los principios trascendentales que les dan armonia.

sino so6lo mediante cantidades trascendentales disonancias
polifénicas.

La colaboracién entre Leibniz y Bernoulli al invgat
el principio que gobierna a una cadena colgantggrciond el
paso crucial para el descubrimiento de Riemann.

Como se detall6 en otras pedagdgicas, la aplicgmén
parte de Bernoulli de los principios del célculo deibniz,
demostraron que los
prin

B

cipios fisicos que determinan la forma de la cadsigante se
expresan por la proporcionalidad de los senos gedtgulos

formados por la cadena y la singularidad fisicecada en el

punto mas bajo de la cadena. (ver figura 1).

Figura 1. La cadena colgante asume la forma quelg la

Johannes Kepler, aplicando el descubrimiento dea Cutensiéon en todos los puntos. Esto conforma la misewEén

proporciond la primera demostracién crucial experital, de
gue los principios fisicos sélo pueden conocertan&s de la
armonia trascendental. Esto comienza con su déstebto de
la correspondencia armoénica entre los sélidos aegslly las
Orbitas aproximadas de los seis planetas visildesogidos en
ese tiempo), Como Kepler,
dependi6 del énfasis de Cusa sobre la disonantie kencurva

(esférica) y la recta (plana). El descubrimientastedor de

Kepler de la excentricidad de las orbitas planasaexpreso otra

fisica como si el peso de la cadena estuviera quredo en la

intersecciéon ( E) de dos tangentes de la curva.dBed punto
mas bajo, el punto B, la cadena desdobla a trawé @si que
los senos del. AEL y L EAL son proporcionales.

Por otro lado, Leibniz demostré que este mismocjpia fisico

declaré, este descubmimie también se expresa como una funcién exponenciet. figura

2).
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. Figura 2. La
a al catenaria se
forma como la

media aritmética
entre dos curvas
que Leibniz
llamo
“logaritmica”, y
hoy es llamada
exponencial. En
la figura, las
lineas azules
estan igualmente
espaciadas a lo
largo del eje
horizontal. La
curva
“logaritmica” se
forma por las longitudes verticales que estan eopprcion
geométrica. La catenaria se forma por sumar la larja aa’ y

b b

d|

iht¢deoedcha

0
Figura 4.

Leibniz afadié a esto un nuevo concepto crucial: la
exponencial es la curva que expresa el principicainbio auto
similar. (ver figura 5). Esto condujo a Leibniz asdubrir un
nuevo numero trascendental que denot6 con la‘letrgEuler,
posteriormente derivo la misma cantidad del algétmaal y la
denoto con la letra “e” que es el utilizado hoy.tipgco de los
fraudes académicos actuales atribuir este desdelnition al

dividiendo lalongitud combinada entre dos; después sumando {g;malismo de Euler y no a la idea Socratica déhiei)

longitud b a b’ y dividiendo la longitud combinada entre dos

etc.

Asi, la catenaria expresa un principio fisico waitior
entre lo que pareciera ser dos clases diferentes
trascendentales: las trigonométricas y las expdalesc La
unidad, como lo indica Riemann, solo surge cabatienenando
se ve desde el punto de vista del dominio complejGauss.

El medio para descubrir esa unidad armoénica, comaira
composiciéon musical, es por inversion.

Recuerda que las funciones exponenciales

trigonométricas surgieron por primera vez como mhscias
incrustadas en las relaciones armonicas entre osbjeh el
dominio visible. Ahora, piensa en esos objetos camefactos
de las disonancias, en lugar de las disonancia® @stefactos
de los objetos.
Por ejemplo, piensa en el circulo como un artefatgolas
trascendentales trigonométricas y en la lineauaetiado y el
cubo, como artefactos de la funcién trascendemjabreencial.
(ver animacién 1y 2).

Como Cusa indic6, esto plantea la dificultad dedoma
la mente a alejarse de las simples proporcionesracas entre
los objetos del espacio visible y acercarse a tapqgociones
armonicas trascendentales entre los principiodagugeneran.
Si usamos el principio de la catenaria como pivptejemos
presentar, por lo menos en una forma intuitivartaonia de la
gue habla Riemann. Dejaremos para futuras pedagggina
demostracion mas completa y para discusiones orgles
provocaran estas pedagdgicas indudablemente.

Como notamos previamente, la catenaria expresa
funciones tanto trigonométricas como exponencialss. esta
forma, la catenaria, como el principio de accid@icii minima,
subsume ambos principios de longitud constanteuloy y area
constante (hipérbola). (ver figura 4).

X X
2 €
2.5 2.5
]
2 // /
2.5
1.5 »
l/ 1.8
1
0.
04
-1 -pls 0.5 1 -1 -4.5 0.5 1

Figura 5. Todas las curvas exponenciales tienertasigentes
constantes.

El nimero trascendental e tiene subtangente = 1.

La subtangente es la proyeccion de la tangente es@breje
horizontal.

Previamente hemos visto como las funciones
exponenciales que se derivan de la catenaria genkra
hipérbola. Pero la exponencial también generarelloi, cuando
se le piensa como si este fuera un caso especiahalespiral
exponencial. Ten en mente la relacion proyectivkelger entre
las secciones conicas. (ver Riemann para Anti-FEoptote 33).
Rara Kepler el circulo y la hipérbola serian lodresros
opuestos de una multiplicidad, y como tales expresa
principio generador comun. Pero, en esa relaciépaativa, hay
una brecha discontinua, una disonancia entre lértba y el
circulo, dando la apariencia de que la hipérbota esbre el
“otro lado del infinito” del circulo. Sélo en el dunio complejo
de Gauss y Riemann desparece esta brecha y sesa&xpre
armoénicamente ese principio generador comun.

Debido a que tanto el circulo como la hipérbola se
generan mediante el principio comuin que expresafulaiones
exponenciales, trigonométricas e hiperbdlicas sesd@ni
representar como funciones complejas. Riemann areé
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concepto de funciones complejas como transformasicque
producen multiplicidades de accién, lo cual a sm peoduce
trayectorias de accion minima en esa multiplicidedestudio de
las funciones complejas forma los cimientos debdja de
Riemann sobre funciones algebraicas, hipergeorasétriy
abelianas, que elaboraremos en futuras pedagé@icaso una
precondicion para un estudio mas profundo, proveeahdector
una visién intuitiva de la “de otra manera ocultaenia y
regularidad” que surge alli.

Las figuras 6, 7, 8, 9 ilustran el mapeo complegd d
seno, coseno, seno hiperbdlico y coseno hiperbél@amo
puede verse, las cuatro funciones se expresan eot@f@actos,
no de una hipérbola o un circulo sino como un mwiatale
hipérbolas y circulos ortogonales.

Figure 6, Sin z
Figure §, Sinh z

Las figuras 10 y 11, y las figuras 12 y 13 ilustsarperficies
construidas por el seno complejo, el coseno, & sgrerbdlico
y el coseno hiperbdlico. En el dominio visible étcalo es
cerrado y periédico, en tanto la hipérbola es itinAunque,
cuando los vemos desde el punto de vista del domwrnplejo,
ambos son periédicos. La forma de la curva surgelade

superficie y en ambos casos, j son catenarias j
Figuras 10y 11

Figure 7,Cos z

i" -z §
Figure 9, Cosh z

fg

4

z z
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Y esto es solo el comienzo.

Notas

1. La analogia entre la polifonia bien-templadal yd@minio

complejo se ve mas directamente en los cuarteraos de
Beethoven. Alli se transforman los limites del reino

caracteristicos entre claves continuas y modosacayes. Asi
como las superficies limitan a los sélidos y lasedis a las
superficies, Beethoven transforma los modos yllases de algo
limitado a los limites de un sélido” “musical.

2. Uno de los primeros descubrimientos de Gaussiawinio

complejo fue que los poligonos construibles irmsiuél de 17
lados y todos los poligonos con el nimero primdades de la
forma ((%)")+1.

3. Por generaciones los estudiantes han sido davdel cerebro
por la derivacion mistica algebraica del Euleraeridad entre
la exponencial y la trigonométrica. La forma algéte del

circulo como la curva de longitud constante ®s/%1 dénde x
y y son los lados de un triangulo recto. La exgresilgebraica
de la hipérbola es *¥°=1. Cuando factorizas algebraicamente el
circulo produce, ( x+¥1)(x-yv-1), mientras la hipérbola
produce ( x+y)(x-y).

Riemann anti-tontos No: 37

El dominio de

Platon, en las “Leyes”, hablando a través de lmd®
un extranjero ateniense, sostiene que es indisplenpara los
lideres de la sociedad poseer un conocimiento eldbode la
aritmética, astronomia y las mediciones de lineagerficies y
sélidos. También considera una desgracia paraealqombre
comun la carencia del entendimiento basico de esiemos
temas.

la posibilidad

pose el poder de producirlo. El poder de generdinka es
diferente, e inconmensurable, con el poder que rgemnm
cuadrado, el cual a su vez es diferente e incorumaile con el

poder que genera un sélido. Esto en si mismo es un

descubrimiento crucial. Pero el descubrimiento m&sortante
viene cuando se plantea la siguiente pregunta: daeoestos
tres poderes distintos existen en un Universo ¢Sulke el

Es siempre mas adecuado que estas palabras deUaiverso que hace posible estos tres poderestdstin

brotar de alguien que esta lejos de casa, porqumo dHelga
Zepp Laroche demostr6 tan diestramente en su fees@men la
conferencia del dia del trabajo de la Junta Intzomal de los
Comités Laborales, en los tiempos del escrito d#6R) la
cultura ateniense se habia apartado a si mismstae asuntos y
se embarcd en esa cadena de eventos que la camdajda
desastrosa guerra del Peloponeso. Es mas adecuadelajon
hable agui como un extranjero, mientras lo tresatecomparten
un enfogque comun sobre la exploracion de esos ipidsc
universales que gobiernan, pero que no resideth @ngnio de
los objetos y la censo percepcion. Para alguienapado en el
dominio de los sentidos, esos principios parecer & alguna
tierra lejana “sobre el horizonte” o “de mas al fihito”. Pero
para alguien deseoso de llegar a estas costas kistantes, ese
lugar es la provincia de la que vienen los prilsipcomunes
gue hacen posible descubrimientos diversos, coma@éas que

La respuesta a este tipo de pregunta no recae en la

naturaleza particular de cada descubrimiento sinka ¢paradoja
de que un Universo produce los tres. Como Cusaiso pnLa
Docta Ignorancia

“Todos nuestros mas sabios, mas divinos y mas santo

doctores estan de acuerdo en que realmente las iegdes son
imagenes de las invisibles, y que nuestro creadedg verse de
modo cognoscible a traves de las cosas creadasio ea un
espejo o0 en una metafora. Y el que las cosas tespas (que
para nosotros son por si mismas intangibles) pueskm
investigadas metaforicamente, tiene su raiz encte®s que
antes se han dicho. Puesto que todas las cosataguamtre si
cierta proporcidon (que para nosotros , sin embhaggmculta e
incomprensible), de tal manera que el universgesuno de
todas las cosas y todas las cosas en el maximeamel mismo
uno. Y aunque toda la imagen parezca acercarsseaniajanza

fundamentan la Republica Americana, el concepto s&audel ejemplar, sin embargo, excepto por la imagarima que

Riemann del dominio complejo y los cuartetos tadie cuerdas
de Betohven.

es lo mismo que el ejemplar en la unidad de larakza, no hay
una imagen de tal modo similar, o igual, al ejempjae no

El universo es un lugar maravilloso pero no un luggueda hacerse mas semejante y mas igual infinitemer

“extrafio”. Como Nicolas de Cusa y G.W. Leibniz rtigeemente
enfatizaron, nada existe u ocurre en el universe go sea
posible. Le compete a la ciencia, por tanto, dagcldoque hace
gue las cosas sean posibles. Al hacerlo, la mezgeutre no
solo la posibilidad de una cosa particular, sine gambién
descubre, y cambia, la posibilidad de lo que pudescubrir
sobre lo que es posible. De aqui, el énfasis d&rPlan el
estudio de los temas antes mencionados. Esto esuarmedio
para descubrir lo que hace a estas cosas posiblemay
trayectoria para la mente para descubrir como siblegara ella
descubrir lo que es posible, y de esta manersgrmentar su
poder.

El cuadrado esta limitado por lineas, pero esaadin
solo pueden ser producidas desde cuadrados nénpaslsolas.
La accidon de doblar un cuadrado, como descubridasn
Pitagoricos, produce una cierta armonia a la gqos 8amaron
geométrica. Contenida en esa serie geométricaipatéeflexion
de la armonia que dobla el cubo expresado comonaabas
geomeétricas entre dos extremos, en lugar de unaiamed
geométrica expresada por el cuadrado. Pero, cons
descubrimientos de Arquitas y Menecmo demostrarda,
armonia culbica, aunque reflejada en el proceso aidad el
cuadrado, solo se puede construir por un procespletamente
diferente, aquel asociado con las secciones corilao que el

Procedamos con el ejemplo de la medicion de lalinecubo puede generar un cuadrado y un cuadrado mexdear

la superficie y el sdlido. Como se presento en pemeras
pedagdgicas cada objeto se hace posible por uncigid que

una linea, pero no al revés, los tres poderes puese
entendidos como fluyendo desde el principio supede
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generacion expresado por las secciones coénicas.otEas

palabras, lo que hace posible a estos tres poderese

manifiesta sensiblemente en ninguno de ellos. L® Iga hace
posibles se manifiesta solo fuera de las lineascladrados, y
los cubos, en el principio de accidn expresadcasnsécciones
conicas.

Esto le requiri6, como indicé Cusa, considerar riaaciones
finitas en y entre las secciones conicas desderrgbpde vista
del infinito. Mediante la proyeccién del procestadd antes de
un plano cortando un par de conos en un plano @xtenKepler
mostré el infinito dividido entre el circulo y lapiérbola. Desde
el punto de vista de la proyeccion de Kepler la&thpla y el

Ahora, empieza lo bueno, ¢(Qué hace posible a lefsculo estaban sobre lados opuestos del infiuio figura 1).

=1

secciones coOnicas? Para responder a esta pregunutagebe
averiguar las contradicciones dentro del dominitadesecciones
cOnicas. Esto nos llevara directamente al descigmin de
Gauss del dominio complejo .

Mientras que la
significativos en esta direccién, como se ejenudifpor las
Cobnicas de Apolonio, los avances mas significatifosron
hechos por el descubrimiento de Kepler de la rétaproyectiva
entre las secciones conicas.

Para comprender esto primero piensa sobre
secciones conicas como lo hizo Apolunio, como lasvas
producidas por un plano que corta un conjunto & @mos
unidos en sus apices. Un plano que corta el coferidn
perpendicular a su eje generara un circulo. Camclanacion del
plano el circulo se convierte en elipse. Cuandadinacion del
plano se hace paralela al lado del cono la elips@ede
parédbola. Con una inclinacion adicional, el plahora intersecta
ambos conos, formando una hipérbola. El cono supsiempre
estuvo ahi pero no interviene, hasta que se foarhdErbola.

Desde el punto de vista de la apariencia visuataoleb,
las cuatro secciones cénicas se forman por un nientm
continuo de un plano que intercepta los conos. eBitbargo,
desde aqui nada se puede descubrir sobre lo qeeplaadle
estas multiplicidades coénicas a menos que las pasd
cognitivas, que residen “mas alla de lo finito"asdraidas a lo
visible con mayor claridad, metaféricamente.

Para hacer esto, Kepler aplicé el método expyzsto
Cusa erLa Docta Ignorancia:

“Por lo anteriormente dicho consta que el maxim

absoluto no puede ser ninguna de aquellas cosasogusabidas
0 concebidas por nosotros, de ahi que como nooipeoEos
investigar el maximo metaféricamente es neceseasténder la
simple similitud. Pues como todas las mateméatioasfisitas y
no pueden imaginarse de otro modo, si queremos aoEaS
finitas para ascender al maximo absoluto, en primgar es
necesario considerar las figuras matematicas dinitmn sus
caracteristicas y relaciones. Después, debemosanpéistas
relaciones, de una manera transformada, a
mateméaticas infinitas correspondientes. En tercagarl
debemos, en una forma aiun mas altamente transfarraplicar
las relaciones de esas figuras infinitas al Irdirsimple, el cual
es siempre independiente de cualquier figura. Ea panto,
nuestra ignorancia, sera ensefiada, incomprensibtemeomo
se entiende mas recta y verdaderamente o masdelevatanto
buscamos a tientas por medio de la metafora.”

El interés de Kepler en descubrir el principio gader

cultura griega hizo avance

las afigu

Figura 1. El concepto proyectivo de secciones @mite Kepler
. Cuando el foco se mueve a la izquierda, el ofrcae
transforma en una elipse. En el limite con el itdinla elipse
deviene en parabola. La hipérbola se forma sobreted lado”
del infinito.

Con esta contradiccidn llevada a lo visible, spare el
terreno para Fermat, Huygens, Jacob y Johann Bérnou
Leibniz para llevar esta paradoja hasta el puntquendemandé
el descubrimiento del dominio complejo por Gauss.

Figura 2
Esto se logréo enfocadndose en el significado de wdieito
dividido entre el circulo y la hipérbola desde @hip de vista de

de las secciones cénicas no era un asunto de idados la generacion de los poderes de Platon. Por un, laaoob
matematica. Su demostracion de la naturaleza adipte las Bernoulli demostr6 que el circulo, como un casceeis de una
orbitas planetarias demandaba una compresion superas alla espiral equiangulas, expresaba el principio traseetal que
de las simples relaciones matematicas en y enfrecliavas genera todos los asi llamadas poderes algebramm® wina

especificas, de ese principio universal (poder) pee posibles funcion de rotacion (Ver Fig. 2) . Por el otro ladduygens
a las secciones conicas. demostrd que la hipérbola expresa el mismo priaapimo una
funcién de area y longitud (Ver Fig.3).
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Figura 3.

En esta contradiccion, Leibniz descubrié algo adial.
Mientras que el principio circular expresa el numer
trascendental Pi, el exponencial que hipérbolaienatexpresa
un numero trascendental diferente, que él llamd, “@espués
llamadoe por Euler). (Ver Fig. 42y 4b).

%
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Figura 42. Todas las curvas exponenciales tiendinasigentes
constantes.

El nimero trascendental e tiene subtangente = 1.

La subtangente es la proyecciéon de la tangente esabreje

horizontal.

Logaritmo Hiperbdlico

Figura 4b.

Asi, tanto el circulo como la hipérbola expresam, e
diferentes formas, un principio que tiene el poderproducir
todos los poderes algebraicos. Cada uno expresgeder con
respecto a una magnitud trascendental diferent& hhecha
infinita surge entre ellos. La pregunta de nuewenfgada fue,
¢ qué principio universal contiene el poder supegice tiene el
potencial de generar ambos trascendentales dstinto

-

[N L]

B

Figura 52
tension
en todos
los
puntos.
Esto
conforma
la misma
accion
fisica
como  si
el peso
de la
cadena
estuviera
concentr
ado en la
intersecci
6n ( E) de dos tangentes de la curva. Desde ebpuas bajo, el
punto B, la cadena desdobla a traves de A asi gsisénos del
L AEL yL EAL son proporcionales.

Para Leibniz, como para Kepler antes, esta pregootse
plantea como una curiosidad matematica formal.
descubrimiento, junto con Johann Bernoulli, de #earia
demostré que el “movimiento congelado” de la cadarigante
expresa, como un principio fisico, la unidad sidmdta de los
trascendentales trigonométrico y exponencial. (vgr 52 y 5b).
Por lo tanto, la catenaria era la expresion fisieaun dominio
todavia no descubierto, que poseia el potenciglederar todas
esas magnitudes trascendentales.

La cadena colgante asume la forma quelay la
al

al

|b" bI

Id*

dp¢c e oe'dc'b'a

«

Su

Figura 5b. La catenaria se forma como la mediaraética entre
dos curvas que Leibniz llamé “logaritmica”, y hog #amada
exponencial. En la figura, las lineas azules esgumlmente
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espaciadas a lo largo del eje horizontal. La cuthmgaritmica”
se forma por las longitudes verticales que estarpraporcion
geométrica. La catenaria se forma por sumar la larja aa’ y

En medio de este periodo, Euler, comentando sabre |
disputa entre Leibniz y Bernoulli, desarrollé unarrgbstracion
formal que indicaba que Leibniz, no Bernolulli,adst correcto

dividiendo lalongitud combinada entre dos; después sumando taspecto a los logaritmos de los nlimeros negatibes.esto
longitud b a b’ y dividiendo la longitud combinada entre dosyiene la famosa identidad de Euléf’8 -1 = 0, una férmula que

etc.

Leibniz entendié que este dominio superior exitera de los
limites de los sentidos. Como todos los principiosversales,
solo se podia conocer con la mente, y asi él s®rafesto como
“imaginario” (no, como diria Euler después, “ imjibs”) Este
dominio produjo artefactos tales como la raiz delalcual
plantea una paradoja porque nada en el mundo cmpodduce
una magnitud la cual, cuando se eleva al cuadraaftupe -1.
Leibniz llamo a la raiz de -1, “un recurso buenmaravilloso
del espiritu divino, casi un anfibio, algo entreset y el no ser”.
A la paradoja le es indiferente que uno genere poderes
mediante la espiral o la hipérbola. En el casoadespiral, la
rotacion angular sucesiva produce incrementos sporalientes
en la longitud del radio de la espiral. Las londd@s se
incrementan por el poder que corresponde a que taet
incrementa el angulo de rotacién. Por ejemploa sotacion se
duplica, la longitud del radio se cuadra. Si lacadn se triplica
la longitud del radio se cubica. Si la direccionla@eotacion se
invierte, la longitud del radio decrece por el poeguivalente a
la cantidad de rotacion.

De manera similar con la hipérbola. Areas igualateela
hipérbola y la asintota corresponde a incremergom@tricos en
la longitud a lo largo de la asintota. Asi, si e&@se incrementa
por dos, la longitud correspondiente a lo largdadasintota se
cuadra. Si el area se incrementa por tres, la tahgi
correspondiente se cubica, etc. Si el area se eedlle mitad, la
longitud correspondiente se reduce por la raizread etc.

Asi en la hipérbola las &reas cambian aritméticéenementras
gue las longitudes cambian geométricamente. Erspirad, el
angulo cambia aritméticamente mientras la longitainbia
geométricamente. Los angulos de la espiral, y teasade la
hipérbola fueron llamados por Hugens, Leibniz y rideili,
logaritmos.

La paradoja planteada por Leibniz fue esta: Dade el
incremento, o decremento, en los logaritmos siengpogluce
una longitud positiva, “scual es el logaritmo de mimero
negativo”? o en otras palabras, cual es el poder paducir la
raiz de -1.

Esto provocd una disputa con Johann Bernoulli. &dtin
sostenia que los logaritmos de los nimeros negativan los
mismos que los logaritmos de los nlmeros positivdBor
ejemplo el consideraba 0O por ser el logaritmo glell, asi como
1y -1 son ambos la raiz cuadrada de 1. Leibnizopar lado,
reconocia que la misma accioén no podia produgirll

Para Leibniz, este asunto no podria ser resueltel elominio
existente del formalismo matematico aceptado,cdalo Gauss
pudo demostrarlo en su investigacion del teoremaldmental
del &lgebra. Los logaritmos de numeros negativositito
Leibniz, deben existir en un dominio mas all4 deikible, i.e.,
el “imaginario” (no “imposible”). Sin embargo, Leilz no logré
completar este trabajo, y no fue hasta que GausmTrddo su
concepto del dominio complejo que se resolvieromagolas
implicaciones de las conjeturas de Leibniz.

ha sido usada para torturar estudiantes y lavarieerebro a
pensadores potenciales desde entonces. Para &sieera solo
un formalismo que no tenia otro significado reale gla
manipulacion exitosa de simbolos de acuerdo a umuct
regular de reglas. Innumerables victimas han sidadas de
cerebro tratando de encontrar un significado a festealismo
dentro del dominio de las matematicas formaleso Est es
posible, porque la raiz de -1 no es posible en ahidio
matematico formal de Euler, no importa cuantas veseerefiera
a ella.

Sin embargo, si lo vemos desde el punto de vista de
Leibniz, Huygens y Gauss podemos remover el méstioi
asociado con la identidad de Euler y, usando ebaaétle Cusa,
trasformar lo finito en lo infinito, aclarando eumto.

ei.’.‘r=_1

En la figura, las areas alternantes de azul y afimson todas
unidad de areas. Si nos movemos a la derecha, agemdes
corresponden a los logaritmos que producen poderes
incrementantes de e. Por ejemplo, empezando edohd¢ el
logaritmo es 0 porque ninguna &area a sido barrida)
moviéndonos una unidad de &rea a la derecha incnéemeos la
longitud de 1 a e. Moviéndonos otra unidad de area
incrementamos el logaritmos de de 1 a 2 y la langide e a®
Plzlizrtiendo en dos el area entre 1 y e produces tgitad v& o

€
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Cuando nos movemos a la izquierda de 1, el priocipl dos unidades opuestas adicionalds y+-. Claramente,

de areas iguales se mantiene, pero en la direcgitasta. Las
longitudes producidas por esas areas son los owes aquellas
producidas al movernos a la derecha. Por ejemp@jémdonos
una unidad de area a la izquierda se produce Witlmh1/e.
Moviéndonos dos unidades de area a la izquierdpreguce
1/€, etc.

La paradoja a la cual Lebniz se referia surge cuand
trata de pensar como la hipérbola puede produdogaritmo de

debemos también postular que la unidagiempre significa la
transicion de un miembro dado a determinadamiembro de la
serie inmediatamente adyacente. En esta formatehsh estard
doblemente ordenado en una serie de series.”

En nuestro diagrama, la hipérbola esta determinéado
acciéon en el dominio de los logaritmos de nUmerositipos,
mientras el circulo esta generando accion en ehimo
“imaginario” donde residen los logaritmos de losmetfios

un namero negativo. Como se puede ver en el diagramegativos. Si uno rota mentalmente la hipérbolepegalicular al

moviéndonos a la derecha las longitudes se incrmen
geométricamente, cuando nos movemos a la izquidedaecen.
Pero a causa de la naturaleza asintética de lablié el area
nunca puede producir una longitud sobre el otro 0 .

circulo, como es su orientaciéon en el cono, ya wpeseria
visible en nuestro diagrama. Desde esta visionhifetrbola
deviene “imaginaria” y el circulo “real”.

El dominio complejo no es ni el dominio de lo “inraario”, ni

Como puede verse en el diagrama, -1 es acceséie, pde lo “real”. Es el dominio de la posibilidad (poté&al o poder)

solo si la accion se aparta de la hipérbola y sevma lo largo
de la trayectoria del circulo. Es decir, para poidun logaritmo
de un ndimero negativo tenemos que cruzar el limmibeito de
Kepler entre la hipérbola y el circulo. La mitad d@gamino
alrededor del circulo producira una longitud de Dividiendo
esa accion a la mitad producird, por lo tanto, daiém que
corresponde a raiz de -1. Asi el logaritmo de -gdpuser
pensado como una funcién de v-1.

Este asunto no se puede resolver excepto desdatel p
de vista del dominio complejo de Gauss. Moviéndodes
izquierda a derecha en el dominio de la hipérbelgpreducen
logaritmos negativos, pero no los logaritmos de ndsneros
negativos. Consecuentemente, se requiere un consaperior
gue va mas allad de una accion simple de atrasdedaate. Esto

Como Riemann notd, es la metafora eficiente deuld surge
“una armonia y regularidad que, de otra manerangeeceria
oculta”.

Para ver esto, ver de nuevo la armonia presentatia e
discusién pedagdgica previa (Riemann anti tontos3Blp (ver
figura 6).

es exactamente lo que Gauss especific6 como suniaomi

complejo.

Como lo establecié en su segundo tratado sobrdudEsi
bicuadraticos: “Se pueden usar numeros positivorgativos
solo donde la entidad contada pose un opuestal dehera que
la unificacién de los dos puede ser consideradammnivalente
a su disolucion. Juzgada de manera precisa, estarmlicion es

satisfecha solo donde laslacionesentre pares de objetos son

las cosas contadas, en lugar de las substanciasejgmplo
objetos concebidos individualmente). De esta mapestulamos
gue los objetos estan ordenados en alguna fornm@ddetientro
de una serie, por ejemplo A, B, C, D... donde laciélade A a
B puede considerarse como idéntica a la relacioB deC, etc.

Aqui, el concepto de opuesto consiste de nada mds q

intercambio de miembros de la relacion, de tal magee si la
relacion de (o transicion desde) A a B se toma corhp
entonces la relacion de B a A debe ser represemiadel. De
igual manera como la serie es ilimitada en ambesccdbnes,
cada numero entero real representa la relaciénndmiembro
elegido arbitrariamente, tomado como origen, piganas otros
miembros determinados en las series.

“Supongamos, sin embargo que los objetos son deatataleza
qgue no pueden ser ordenados en una serie Unicasiaes
ilimitada en ambas direcciones, sino que solo pueddenarse
en una serie de series, 0, en otras palabras,alenultiplicidad
de dos dimensiones; si la relacion de una seridra ® la
transicion de una serie a otra ocurre en una mair@iar como
la descrita anteriormente para la transicion demigmbro de
una serie a otro miembro de la misma serie, entoeicerden de
medir la transicibn de un miembro del sistema ao,otr
requeriremos en adicién para las ya introducidédagies +1 y -
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Figure 6, Sin z

Figure 7,Cos z

&

R Figure 9, Cosh z
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Figura 6

Cuando la catenaria se expresa en el dominio cgonple
hipérbola y el circulo (elipses) no son lados ofmsedel infinito,
sino que residen juntos, como una red unificad&ralectorias
ortogonales de minima accién en el dominio complejo

Si escuchas cuidadosamente, podrias, en estasiasnumultas,
escuchar los ecos de los cuartetos de cuerdasodans
Beethoven.
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